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Vorrede zur dänischen Ausgabe. 



In der hier vorliegenden Geschichte der Mathematik 
habe ich versucht namentlich dasjenige hervorzuheben, 
was für Studenten und Lehrer der Mathematik zu wissen 
wichtig ist. Für diese kommt es nicht so sehr darauf 
an viele historische Einzelheiten zu kennen, zu wissen, 
wer zuerst diese oder jene Wahrheit entdeckt oder dieses 
oder jenes Verfahren erfunden hat, sondern vielmehr 
darauf die Formen zu kennen, unter denen die verschie- 
denen Wahrheiten und Verfahrungsarten entstanden sind, 
sowie die Anwendungen, die man von ihnen gemächt hat. 
Die richtige Erkenntnis ihres Ursprunges wird zugleich 
die Bedingung sein für das Verständnis der Entwickelung, 
die sie fernerhin durchgemacht haben, bis sie nach und 
nach der Mathematik ihre jetzige Gestalt gegeben haben. 

Indem ich namentlich hierauf Gewicht lege, befinde 
ich mich in guter Übereinstimmung mit dem Programm 
für das Schulamtsexamen in Mathematik. Wenn darin 
nämlich verlangt wird «ein kurzer Abriss der Geschichte 
der Mathematik, im Anschluss an den der Kandidat sich 
direkt mit Euklids Elementen und Descartes' Geometrie 
bekannt gemacht haben muss», so weist diese Forderung 
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darauf hin, .dass ein solches Verständnis der Geschichte 
der Mathematik verlangt wird, wie es nur durch einige 
Bekanntschaft mit der Mathematik der entschwundenen 
Zeiten erreicht werden kann. In dem vorliegenden Bande, 
der nur Altertum und Mittelalter behandelt, habe ich es 
von den beiden genannten Schriftstellern nur mit Euklid 
zu thun. Indem ich unter ausdrücklichem Hinweise auf 
die einzelnen Sätze die Stellen anführe und erkläre, aus 
denen namentlich etwas zu lernen ist, suche ich eine 
fruchtbare Bekanntschaft mit ihm zu vermitteln. Femer 
suche ich im Anschluss hieran verständlich zu machen, 
was ich von den übrigen Schriftstellern mitzuteilen habe, 
von denen ich nicht erwarten kann, dass die Leser sie 
in die Hände bekommen. Unter anderem habe ich Eu- 
klids Elemente benutzt zur Erklärung der logischen For- 
men, die von den griechischen Mathematikern so strenge 
beobachtet werden. Ich habe mich dabei nicht nur an 
die Bedeutung gehalten, die diese Formen für die Griechen 
hatten, sondern zugleich — in Zusätzen mit kleinerem 
Druck — geprüft, welche Bedeutung ihnen an und für 
sich zukommt. Ich hoffe dadurch namentlich den Leh- 
rern Veranlassung g^eben zu haben unter ihnen zu wählen 
und auszuscheiden, denn zu beiden Dingen ist Veranlas- 
sung vorhanden. 

Wenn ich nun auch mit dem hier ausgesprochenen 
Zweck vor Augen keineswegs beabsichtige dem historischen 
Rahmen eine sehr grosse Ausdehnung zu geben, so muss 
dieser doch so gut und. zuverlässig sein wie möglich. Das 
wird leicht erreicht durch Benutzung von Cantors Vor- 
lesungen über die Geschichte der Mathematik, eines Wer 
kes, das alle faktischen Aufklärungen, die sich herbei- 
schaffen lassen, mit ungewöhnlicher Vollständigkeit und 
Zuverlässigkeit giebt. Von diesen Eigenschaften habe ich 
auch während der Untersuchungen Nutzen ziehen können, 
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die nach dem Plane meines Buches zunächst meine eigene 
Arbeit ausnaachen mussten. Allerdingn musste das Material 
für diese vorzugsweise dem Studium der bedeutendsten 
mathematische Q Schriftsteller aus den Zeiten, die ich be- 
handle, entnommen werden ; aber während dieses Studiums 
gewährten mir Cantors Auszüge gute Anleitung um das 
zu finden, was ich brauchte, selbst dann, wenn ich es 
nachhei- anders aufgefasst und benutzt habe als er. Zu- 
gleich wusste ich, dass ich mich auf seine iVIitteilungen 
über den Inhalt der weniger bedeutenden Werke sicher 
verlassen konnte, die mir nicht zugänglich waren oder 
mit denen mich direkt bekannt zu macheu es mir au 
Gelegenheit fehlte. Ich habe jedoch nicht aliein in rein 
thatsäcfalichen Fragen auf Cantor gebaut. An seine Be- 
urteilungen habe ich mich zum grossen Teil gehalten mit 
Bezug auf die Zeiten, wo die Mathematik entweder nur 
Rückschritte machte oder doch keine von den wirklichen 
Fortschritten, deren Verfolgung meine Aufgabe war. Was 
ich beispielsweise über das Rechnen auf dem Abacus im 
Mittelalter und seinen Ursprung mitteile, sind die Resul- 
tate von Cantors sorgfältigen und scharf ainnigen Unter- 



Im übrigen ist es selbstTerständlich, dass, während 
ich mein Studium auf die überheferten Werke der grossen 
Mathematiker, auf ihren Zusammenhang unter einander 
und mit den mathematischen Arbeiten und Resultaten, 
die nur aus Berichten bekannt sind, richtete, ich die 
Hülfe benutzt habe, die in der heutigen reichen üttera- 
, tur über die Geschichte der Mathematik geboten war. 
|-{)er didaktische Charakter des vorliegenden Buches hat 
nioh jedoch davon abgehalten anzuführen, was ich diesem 
der jenem verdauke. Um das zu thun hätte ich näm- 
fch nicht nur den Gedanken oder die Auflassung dar- 
nlleii müsseu, die ich dem betre Senden unmittelbar 
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verdankte, sondern auch über die Modifikationen berichten 
müssen, die solche Gedanken unter meiner weiteren Bear- 
beitmig erfahren hatten und über die Gründe hierfür. 
Dazu war kein Raum, vielmehr musste ich mich damit 
begnügen kurz die Gründe für die AufEassimgen anzu- 
führen, bei denen ich stehen geblieben war. An einem 
anderen Orte jedoch habe ich mich einer solchen ein- 
gehenden Diskussion, bei der ich auch Gelegenheit hatte 
auszusprechen, was ich jedem einzelnen Schriftsteller ver- 
dankte, nicht entzogen, nämlich in meiner Arbeit über 
die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum (Kgl. Danske 
VidenskabemesSelskabsSkrifter, 6.R8ekke, B. Bind ; deutsche 
Ausgabe von R. v. Fischer-Benzon, Kopenhagen, Andr. 
Fred. H0st & S0n, 1886). Allerdings wird hierin nur die 
höhere Geometrie des Altertums behandelt, aber diese 
hing selbstverständlich so genau mit der elementaren 
Mathematik zusammen, dass ich auch wesentliche Seiten 
meiner Auffassung von dieser begründen musste, und 
diese Auffassung steht wieder in genauem Zusammen- 
hange mit fast allem, was ferner in diesem Bande er- 
wähnt wird. 

Deshalb begnüge ich mich im wesentlichen damit 
an dieser Stelle die Männer anzuführen, deren Arbeiten 
über die Geschichte der Mathematik Einfluss verschiedener 
Art auf meine eigenen Studien und dadurch auf die vor- 
liegende Arbeit gehabt haben: Chasles, Brettschneider, 
Hankel, Cantor, P. Tannery, Heiberg, Allmann^, 
und als Herausgeber, Übersetzer und Kommentatoren 
wieder Heiberg, Hultsch, Wertheim, Colebrooke, 
Woepcke, Boncompagni. Von Einzelheiten muss ich 
jedoch hinzufügen, dass ich ausser vielem anderen, was 



* Soria's umfassendes Werk, Le Seiende esatte neWantica 
Grecia 7—2, lag damals noch nicht vor. 



zumteil in der Lehre üon den Kegelschnüten im Altertum 
erwähnt ist, die Erklärung (S. 33) des Berichtes über die 
Geometrie des Thaies P, Tannery {Gäomälrie grecque 
P. 89 ff.) verdanke, ebenso wie die Erklärung (S. 64, 65) 
von Pythagoras' Satz, dass edie Dinge Zahlen sind» (G^om. 
gr. S. 124), Femer mues ich noch anführen, daaa dee- 
selben Verfassers gründliches und geistreiches Werk, Re- 
cherches sur l'aslronomie ancienne, Paris 1893, allerdings 
erst in meine Hände gelangte, nachdem der Druck meines 
Buches begonnen war, dass es mich aber dennoch ver- 
anlasste die damals noch ungedruckten Abschnitte über 
die berechnende und sphärische Geometrie der Griechen 
umzuarbeiten. In einem Buche wie dem vorhegenden 
konnte ich jedoch nur mit einiger Vorsicht das benutzen, 
was er seibat ausdrücklich als Hypothesen bezeichnet, wie 
natürlich auch die Erklärung scheinen mag, die diese 
Hypothesen von Verhältnissen geben, über deren genauen 
Zusamraenhang in der überlieferten Litteratur keine hin- 
reichenden Angaben vorliegen. 

Kopenhagen, im September 1893. 



Vorrede zur deutschen Ausgabe. 



Wie aus der oben stehenden Vorrede zur dänischen 

hervorgeht, ist das vorliegende Buch ureprüng- 

, dazu bestimmt, von Studenten an unserer dänischen 

Edversität benutzt zu werden. In Übereinstimmung mit 

1 Programm für das Schulamtsexamen an dieser treten 

bedeutende Abschnitte nahezu als Kommentare zu 

tlids Elementen auf, und es ist vorausgesetzt, dass der 
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Leser selbst imstande ist die angeführten Stellen in diesen 
nachzusehen. Das wird jedoch kaum ein Hindernis da- 
für sein, mein Buch auch ausserhalb Dänemarks zu be- 
nutzen; denn um das rechte Verständnis für die Ent- 
wickelung der Mathematik überhaupt zu gewinnen, muss 
man aus eigener Anschauung wenigstens das Werk kennen, 
das während dieser ganzen Entwickelung die Hauptrolle 
gespielt hat. 

Grösseres Bedenken sollte es vielleicht in mir hervor- 
rufen, dass ich versuche einem historischen .Buche, das 
in historischer Beziehung auf den Arbeiten von Zeitgenossen 
aufgebaut ist, ausserhalb der Kreise, für die es zuerst be- 
stimmt war, Verbreitung zu verschaffen. Indessen ist dies 
Buch zugleich eine Frucht selbständiger und persönlicher 
Arbeit, aber von mehr mathematischer Art, nämlich eines 
eingehenden Studiums der grossen Schriftsteller aus den 
Zeiten, die erwähnt werden. Dieses Studium, bei dem 
ich mich nicht mit solchen Thatsachen begnügen wollte, 
wie dass dieser oder jener Schriftsteller diesen oder jenen 
Satz kannte, auch nicht damit, dass er ihn auf diese 
oder jene Weise beweist, sondern auch versucht habe zu 
verstehen, weshalb Satz und Beweis unter damaligen Ver- 
hältnissen gerade in dieser oder jener Gestalt auftreten 
mussten, hat mir selbst so viel Zeit und Nachdenken ge- 
kostet, dass ich es für nützlich halten darf, die gewonnene 
Ausbeute für solche darzustellen, die nicht in der Lage 
sind die erforderliche Zeit und Arbeit auf ein solches 
Studium zu verwenden. 

Da die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, in man- 
chem mit derjenigen zusammenfällt, die Hankel in sei- 
nem Buche Zur Geschichte der Mathematik im Altertum 
und Mittelalter, Leipzig 1874, behandelt hat, so beeile 
ich mich zu bemerken, dass gerade dieses geistreiche 
Werk in mir den Geschmack an solchen Studien hervor- 
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gerufen hat. Dass meine Arbeit dennoch nicht überflüssig 
sein werde, hoffe ich teils deshalb, weil Hankels früher 
Tod die Behandlung mehrerer der wichtigsten Abschnitte 
verhindert hat, teils deshalb, weil ich, der ich auf neuere 
historische Untersuchungen habe fussen können, in man- 
cher Beziehung zu anderen Ergebnissen gelangt bin. Unter 
den Schriftstellern der Gegenwart ist Paul Tannery der- 
jenige, dessen Auffassung ich am häufigsten geglaubt habe 
mir aneignen zu müssen. Die wichtigste von den Ände- 
rungen, die in der vorliegenden Ausgabe vorgenommen 
worden sind, besteht darin, dass ich mich jetzt an die 
neuesten Ermittelungen über Heros Lebenszeit habe halten 
können, Ermittelungen, die so vortrefflich zu dem Ein- 
druck stimmen, den die überlieferten Werke dieses Schrift- 
stellers in uns hervorrufen. Ausserdem habe ich jetzt 
etwas mehr Rücksicht auf Tannerys Recherches sur l'a- 
sironomie ancienne nehmen können als in der dänischen 
Ausgabe. 

Schliesslich möchte ich meine Freude darüber zum 
Ausdruck bringen, auch diese Übersetzung von Professor 
V. Pischer-Benzons kundiger und sorgfältiger Hand 
ausgeführt zu sehen. 

Kopenhagen, im Juli 1895. 

H. G. Zeuthen. 



EINLEITUNG. 



1. Vorgeschichte der Mathematik. 

Bei einer historischen Vorlesung erhebt sich immer 
die Frage, wo man zu beginnen habe. Man kann dort 
anfangen, von wo an zuverlässige positive Angaben vor- 
liegen, die unmittelbar ein zuverlässiges positives Wissen 
gewähreh, und es ist dann Aufgabe des Historikers hierin 
den richtigen Zusammenhang herzustellen ; oder man kann 
mit der Vorgeschichte anfangen, und diese ist dann ab- 
zuleiten durch Kombinieren einer Menge äusserst ver- 
schiedener Nachrichten und Thatsachen, die, einzeln ge- 
nommen, nicht als historische Quellen betrachtet werden 
können. Unter diesen kommen die Traditionen und Sagen 
über Sitten und Begebenheiten in noch älteren Zeiten, die 
sich in den ältesten wirklichen Überlieferungen vorfinden, 
wirklicher Geschichte am nächsten. Die Erklärung dieser 
Sagen muss sich stützen auf solche aufgefundene Gegen- 
stände, die in jenen alten Zeiten hervorgebracht und ge- 
braucht worden sind. Die Bedeutung solcher Funde ist 
ins Licht zu setzen durch ihr gegenseitiges Verhältniss in 
Bezug auf Zeit und Ort. Umgekehrt tragen sie wieder 
dazu bei die Verbindungen klar zu legen, die zwischen 
den Fundstellen bestanden haben, und die zeitliche Auf- 
einanderfolge der Geschlechter zu bestimmen, die sie be- 

1 



2 Einleitang: 

nutzt haben. Was sich in diesen verschiedenen Be- 
ziehungen über aufbewahrte äussere Dinge sagen lässt, 
das gilt auch für diejenigen Worte der Sprache, deren 
Alter aus ihrem Vorkommen in verschiedenen bekannten 
lebenden und toten Sprachen hervorgeht. Diese zeugen 
von alter Bekanntschaft mit entsprechenden Begriffen. 

Bei der Behandlung des auf solche Weise gewonnenen 
Stoffes muss man wieder zu anderen Hülfsquellen seine Zu- 
flucht nehmen. Um sich eine Meinung darüber zu bilden, wie 
ein Gegenstand hervorgebracht und gebraucht, wie ein Be- 
griff entstanden und mit anderen in Verbindung gesetzt 
worden ist, muss man zuerst wissen, wie derartiges über- 
haupt geschehen kann und wie es mit den Hülfsmitteln und 
der Auffassung der Dinge, die man als damals üblich an- 
nehmen darf, hat geschehen können. Oft ist es schwierig 
hierüber zu urteilen, namentlich für einen Kulturmenschen 
der Gegenwart, der gewohnt ist sich einer Menge jetzt 
existierender, körperlicher und geistiger Hülfsmittel oder 
angeeigneter Fertigkeiten zu bedienen, ohne selbst recht zu 
wissen, welchen Nutzen sie ihm gewähren, oder welche 
von ihnen leicht und welche schwierig durch andere ersetzt 
werden könnten. Um darüber etwas zu erfahren, sind 
wir darauf angewiesen teils unsere eigenen Kinder zu 
beobachten, teils uncivilisierte Völkerschaften oder auch 
nur Völkerschaften, die eine andere Civilisation haben als 
wir. Dafür wird dasjenige, was durch die Vorgeschichte 
klargelegt wird, uns helfen die Entwicklung des Erkennt- 
nisvermögens bei Kindern und die Sitten und Gebräuche 
der verschiedenen Völckerschaften verstehen zu lernen. 

Man sieht also, dass sowohl Historiker und Archä- 
ologen von Fach, sowohl Naturforscher, die die Funde, 
als Sprachforscher, die die Worte ihrem Alter und ihrem 
Zusammenhange nach bestimmen, dass sowohl Pädagogen 
ja selbst Psychologen und Erkenntnistheoretiker, wie auch 
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Ethnographen ihren Beitrag zu einen Studium der Vor- 
geschichte liefern müssen. Besieht sich diese auf ein be- 
stimmtes Fach, 80 mues der betreffende Fachmann selbst 
hinzutreten, um die innere Verbindung zwischen den zu- 
sammengebrachten Thatsachen herzustellen; alle oben 
_, genannten Forscher aber werden aus den vorhistorischen 
iudien Ausbeute für ihr eigenes Fach gewinnen. 

Auch die Mathematik hat ihre Vorgeschichte, und 
■ diese gehört keineswegs zu den am wenigsten bedeutungs- 
vollen. Bei der Beschränkung auf einen eng begrenzten 
und selbatändig auftretenden StoiT kann sie zu verhältnis- 
f BOäsaig sichren und klaren Ergebnissen führen, Was man 
^bei über die Art und Weise erfährt, wie frühere Völker- 
Taften Grössen durch Zahlen und räumliche Darstellung 
)ähandelten, das liefert uns einen wesentlichen Beitrag 
I Verständnisse ihres Vermögens, sich die Erde unter- 
macheo, und macht es uns dadurch leicht«r 
die übrigen Zeugnisse über ihr Leben und Treiben zu 
verwerten. Durch Klarstellung der Grundlage, auf der 
das Menschengeschlecht später eine besser geordnete Be- 
handlung der Mathematik aufgebaut hat, liefert sie auch 
einen schätzenswerten Beitrag zur schärferen Erfassung 
_-der erkenntnis theoretischen Grundlage für die ersten und 
I^UchtigBten Begriffe dieser Wissenschaft. 
^^K. um die Voi^eschiehte der Mathematik ans Licht zu 
^^■^en, musa man bei den Sprachforschem Belehrung 
^^^wien über das Alter der Benennungen für die ein- 
^^Bbsten Zahlen und aber die in verschiedenen Sprachen 
angewandten Mittel, um Zahlen zu benennen, die nach 
Zehnem, Zwanzigern u. s. w, zusammengesetzt sind oder 
auf ii^end eine andere .4rt, wie sie für Einteilung von 
Maassen oder Münzen ( Zwölfe raystem, Sechzehnersystem 
11. s. w.) benutzt sein konnte. Man muss auf Inschriften 
oder in alten Schriftdenkmälern erst die Bezeichnungen für 
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einfache Zahlen suchen, die in früheren Zeiten meist in 
einer Marke oder einem Zeichen für jeden Einer bestehen, 
lind darauf die mehr entwickelten Zeichen für zusammen- 
gesetzte Zahlen, die z. ß. durch Wiederholung eines Zeichens 
für jede decimale Einheit, wie bei den Römern, gebildet 
sein können. Man muss die Spuren der Anwendung 
dieser Zeichen oder auch mechanischer Hülfsmittel zur 
Ausführung einfacher Rechnungen aufsuchen. Möglicher- 
weise kann man dann auch in der Bilderschrift alter 
Zeiten Operationszeichen finden, wie wenn in ägyptischen 
Papyrushandschriften ein Vogelfuss durch die Seite, nach 
der er sich wendet, auf sehr deutliche Weise angiebt, ob 
eine Zahl «zu» oder «ab» zu zählen ist, also eine ähn- 
liche Rolle spielt wie unsere Zeichen + und — . 

Was nun die räumliche Anschauung betrifft, so ist 
die erste Abbildung, auf welche man trifft, ein Zeugnis 
für eine Vorstellung von Figuren, von denen die eine im 
Kleineren das ist, was die anderen im Grösseren, also 
von ähnlichen Figuren. Das Zeugnis ist um so beweisender, 
als die Perspektive damals nicht bekannt sein konnte, 
der Darsteller also, wenn auch oft -nur mit wenig Glück, 
eine wirkliche Ähnlichkeit anstrebte. Dieses Streben muss 
bewusst gewesen sein, wenn die Abbildung dieselbe Anzahl 
von Dimensionen hat wie der darzustellende Gegenstand, 
wenn sie also entweder eine Skulptur ist, oder wenn ein 
durch seine Umrisse in der Ebene dargestellter Gegenstand 
selbst eben ist oder als eben betrachtet werden kann. 
Besonders gilt dies, wenn die Darstellung sich als ein 
Modell auffassen lässt, als eine Karte oder als den Grundriss 
eines Gebäudes, und um so mehr, wenn man sie als den 
Versuch zu einer geometrischen Figur betrachten kann. 
Da es klar ist, dass es bei der ersten Benutzung solcher 
Figuren, sei es bei der Entwicklung des Menschengeschlechts 
fy^^r bei dem Unterricht unserer Kinder, gleichgültig bleibt, 
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ob die Figur etwas kleiner oder etwas gröaaer gezeichuet 
wird, so wird hier, lange bevor eine klare Definition von 
ähnlichen Figuren gegeben werden kann, eine bewnsete 
■.Anwendung von solchen gemacht. 

Eine alt^yptiache Grabkammer, deren Dekoration 
imvoliendet ist, zeigt wie diese Vorstellung sogar zu einer 
planmässigen Hervorbringung von Ähnlichkeit geführt hat. 
In dieser sieht man nätnlich, dass man, um ein Bild 
'nach einem neuen Maassstabe auf die Wand zu übertragen, 
I diese Wand und das Bild durch zwei Systeme von 
' Parallelen in Quadrate geteilt und darauf in jedes Qua- 
drat der Wand das eingetragen hat, was sich auf dem 
entsprechenden Quadrat der Vorlage befindet. Das an- 
gewandte Hülfsmittel besteht in Wirklichkeit in einer 
Anwendung rechtwinkeliger Koordinaten, die in ganzen 
Zahlen durch die benutzte Quadratseite als Einheit aus- 
gedrückt sind; entsprechende Punkte werden als solche 
K beertimmt, deren beide Koordinaten, jede für sich, in einem 
^Bigegebenen Verhältnis stehen. 

^V Bei der weiteren Durchforschung aufgefundener Ab- 
^H|>ildungen oder Dekorationen muas man besonders nach 
Hpbolcben Figuren suchen, die Bekanntschaft mit einigen 
^'einfachen geometrischen Konstruktionen verraten können 
oder wenigstens von einer geometrischen Auffassung der 
Figuren zeugen. Das Bestreben Senkrechten oder Parallelen 
I .SU zeichnen findet man eicher auf den kindlichsten Stand- 
ipnnklen; bei mehi- entwickelten Völkern hat man solche 
nien gewiss mechanisch konati'uiert, anfangs vielleicht 
idnrch ebenso einfache Mittel wie wir sie benutzen, wenn 
■rwir gerade Linien, Parallelen oder Senkrechten durch ge- 
lannte Schnüre, durch Falten von Papier etc. herstellen, 
vollkommenere Konstruktion dürfte wohl benutat 
p>Tden sein, wenn man solche Linien zu der oben er- 
inten Übei-tragung eines Bildes in einem neuen Maass- 
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Stabe angewandt hat. Verzierungen, die auf irgend eine 
Weise regelmässige Sechsecke benutzen, beweisen die Be- 
kanntschaft mit der einfachen Konstruktion dieser Figur, 
zu deren Herstellung kein von einem Mechaniker her- 
gestellter Zirkel notwendig ist. Dagegen wird man selbst 
bei ziemlich hoch entwickelten Völkerschaften vergebens 
nach der Benutzung regelmässiger Fünf- oder Zehnecke 
suchen. Diese sind aber auch erst durch ein ziemlich 
kompliciertes Verfahren herzustellen; nicht einmal auf 
den alten ägyptischen Monumenten hat man derartige 
Vielecke gefunden. 

Eine keineswegs geringere Bedeutung als überlieferte 
Zeichnungen haben die erhaltenen Reste von Gebäuden. 
Sogar auf den frühesten Entwicklungsstufen wird man 
das Bestreben finden, dem Grundriss der Gebäude eine 
bestimmte Figur, wie Rechteck oder Kreis, zu geben, 
und bei den vollkommeneren Bauten, wie den ägjrptischen 
Tempeln und Pyramiden, müssen die rechten Winkel 
durch Konstruktion hergestellt sein. Hieran kann man um 
so weniger zweifeln, als die Gebäude genau nach den 
Himmelsgegenden orientiert sind, so dass man auch ver- 
standen haben muss die höchste Stellung der Sonne durch 
Konstruktion zu benutzen. Die Pyramiden bauten zeugen 
von - der Bekanntschaft mit bestimmten geometrischen 
Figuren, und eine umsichtige Konstruktion ist erforder- 
lich gewesen, um zu erreichen, dass die P3rramiden wirk- 
lich gerade standen und gegenseitig dieselbe Gestalt er- 
hielten. Gleichgewicht hervorzubringen in so gewaltigen 
Bauten, wie die ägyptischen Tempel es sind, so dass sie 
bis auf die Gegenwart haben stehen können, und Obelisken 
zu transportiren und aufzurichten, hat auch eine recht 
bedeutende mechanische Einsicht verlangt. 

Ich habe mich bestrebt hier klar zu legen, was man 
unter Vorgeschichte der Mathematik zu verstehen habe, 
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und einige von den Mitteln anzugeben, wodurch man sie 
kennen lernen kann. Ich hoffe zugleich dadurch an- 
gedeutet zu hahen, von welcher Bedeutung ea sein kann 
, flie zu studieren, aber die Zeit erlaubt es mir nicht, m 
I diesen Vorlesungen genauer auf diese Untersuchungen 
[ ednzugehnn. Ich musa nicht nur die vorhistorische 
E Mathematik übergehen, sondern zum gi-össten Teile auch die 
t Vorwissenschaftliche Mathematik^), Darunter ver- 
etebe ich diejenige, die nur in der Zusammenfassung solcher 
Regeln besteht, die sich aus Versuchen oder durch zu- 
fällt Erfahrungen haben ergeben können — das letzt« 
■ kann z. B. mit der Sechsteilung des Kreises der Fall ge- 
^fe 'wesen sein — oder vielleicht auch in älteren Zeiten durch 
^K mehr exakte Untersuchungen, die nun verloren, also vor- 
^^tuetorisch sind. Von der vorwiesen schaftlichen Mathema- 
^Biük werde ich nur soviel mitteilen, dass man dadurch 
^f eine Vorstellung gewinnen kann von dem im voraus be- 
kannten Material, aus dem die wissenschaftliche Mathema- 
tik aufgeführt ist. Als Einleitung in die griechische 
Geometrie muss ich deshalb das anführen, was die Griechen, 
^wie wir annehmen dürfen, von den Ägyptern und Baby- 
!,loniern gelernt haben. Das Zahlenrechnen der Griechen 
erde ich dagegen im wesentlichen nur behandeln können 
e vorwiaaenschaftliche Einleitung zu der Rechenkunst, die 
ft^tstand, als die Inder die nun gebräuchliche Schreibung 
I Zahlen durch Ziffern mit Positionswert erfanden. Denn 
lal stand das Zahlenrechnen der Griechen auf alle 



') In Betreff der vorhistorischen sowohl als der vorwisseoschaft- 
lichen Mathematik kann ich auf P. la Cour, Historisk Mathe- 
matik, Et indledende Kursus, Kjebenhavn 1888, verweisen. 
Nach dem Plane dieses Werks, welches zur Einführung in 
die ersten Elemente der Mathematik die Wege ihrer Ent- 
stehung benutzt, machen die heiden genannten Disciplinen 
einen wesentlichen Teil desselben ans. 
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Fälle weit zurück hinter ihrem sonstigen mathematischen 
Vermögen, und zweitens können wir durch Anwendung 
ihrer Zahlzeichen und ihrer Hülfsmittel für das Rechnen, 
wenn sie auch von ihren eigenen grossen Mathematikern 
mit Erfolg haben benutzt werden können, nichts hervor- 
bringen, was dasjenige überragt, was wir sonst zur vor- 
wissenschaftlichen Mathematik rechnen. Indessen möge 
das doch mit dem Vorbehalt gesagt sein, dass diese 
Hülfsmittel des Rechnens sich vielleicht bei genauerer 
Untersuchung besser erweisen können, als sie uns zu- 
nächst vorkommen^); denn giebt es einen Fehler, def 
Schaden verursachen kann und verursacht hat nicht nur 
bei derartigen historischen, sondern auch bei ähnlichen 
ethnographischen Untersuchungen, so ist es der, den Wert 
des Gefundenen nur nach seiner grösseren und geringeren 
Ähnlichkeit mit dem zu messen, was ein Kulturmensch 
jetzt gebraucht, und das geringe zu achten, was der Kultur- 
mensch, nur weil er es nicht kennt oder nicht versteht, 
nicht glaubt gebrauchen zu können. 



2. Ägypter und Babylonier. 

• Was diese beiden Völkerschaften betrifft, so wollen wir, 
wie schon oben angegeben, nur kurz die mathematischen 
Kenntnisse und Fertigkeiten erwähnen, die sie besessen 
haben, als sie mit den Griechen in Berührung kamen, 
und die die Griechen von ihnen übernommen haben 



^) Die sachverständigste Autorität auf dem hier berührten Ge- 
biete, Paul Tannery, hat erklärt, dass er bei einem Ver- 
suche, sich praktisch in der Benutzung der griechischen Zahl- 
zeichen zu üben, diese viel zweckmässiger gefunden habe 
als sie uns erscheinen, die wir von Kindheit an in der Be- 
nutzung eines anderen Zeichensystemes geübt sind. 
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Bunen. Um eunäcbet mit den Ägyptern zu beginnen, 
B weieea griechiscbe Schriftsteller durchweg darauf hin, 
Bss ihre eigenen ältesten Forscher die Ägypter zu Lehr- 
meistern gehabt haben, und berichten davon, wie ihnen 
die Gelehrsamkeit der ägyptischen Prieeterkaste zugänglich 
gemacht worden sei. Als Veranlassung zu der Beschäfti- 
gung der Ägypter mit Geometrie wii'd hingewiesen auf 
die überschwemmuugeu des Nils nnd die damit vei-- 
bundenen Bestrebungen, jederniann hinterher den ihm 
ihörigen Grund und Boden genau wieder zukommen zu 
In jedem Falle ist es klar, dass der sehr hohe 
Wert der schmalen fruchtbaren Landstreifen zwischen der 
Wüste und dem Flusse zu einer genauen Landmessung 
aufiordern musste. Wie grosse Bedeudung die ägyptischen 
Regeln für das Landmessen gehabt haben, geht auch dai'- 
aus hervor, dass, nachdem die Griechen die Geometrie 
BO hoch entwickelt hatten, es dennoch im wesentlichen 
die ägyptischen Regeln waren, die von den römischen 
;ndniessem (Agrimensoren) benutzt wurden, denn diese 
itanden die griechischen Begründungen sicher nur in 
T geringem Maasse. Als ein in manchen Beziehungen 
ihäftlich tüchtiges Kulturvolk und als ein bauendes 
!olk — wie wir bereits berührt haben — haben die 
Ägypter auch eine gewisse Rechenfertigkeit und andere 
geometrische Kentniase nötig gehabt als diejenigen sind, 
die beim Landmessen gebraucht werden. Ein anderes 
Zeugnis für eine gewisse mathematische Einsicht ist ihre 
Astronomie, die an Bedeutung jedoch kaum der baby- 
lonischen gleichkam. 

Was nun die Ägypter in späteren Zeiten wussten, 
''das ergiebt sich teils aus dem, was die Griechen und 
:er die Römer von ihnen erhalten haben, teils aus ein- 
zelnen direkt überlieferten Aufzeichnungen. Das scheint 
indessen nur sehr wenig von dem abgewichen zu hab^,^ 



10 Einleitung: 

was man nach einer uralten Papyrushandschrift, dem so- 
genannten Rechenbuche des Königs Ahm es, bereits 1700 
— 2000 Jahre vor Christi Geburt wusste. Deshalb ist 
diese Sammlung von Aufgaben nebst ihren Lösungen die 
beste Quelle, um ägyptische Mathematik und Rechen- 
kunst kennen zu lernen. 

Indem wir nun diese und andere Quellen benutzen, 
wollen wir hier unserem Plane gemäss nicht darauf ein- 
gehen, wie die Ägypter ganze Zahlen dargestellt und mit 
ihnen gerechnet haben. Ausser diesen kannten sie Brüche 
und rechneten mit ihnen. Brüche werden gewöhnlich in 
Stammbrüche zerlegt, dass heist in solche mit dem Zähler 1. 
Das Rechenbuch des Ahm es enthält eine Tabelle über 
eine derartige Zerlegung von Quotienten mit dem Divi- 
denden 2 und mit Divisoren von 3 bis 99; diese Tabelle 
schliesst mit ^g = ^^ + y4b- ^^^® solche Zerlegung ist 
später auch von den Griechen benutzt worden, und wie 
wenig praktisch sie auch dem Anschein nach gewesen 
sein mag, so hat ihre Anwendung doch Einblick in die 
verschiedene Zusammensetzung ganzer Zahlen gewährt. 
Die Ägypter verstanden in der sogenannten »Hau »-Rech- 
nung soche Aufgaben zu lösen, die in unserer mathe- 
matischen Sprache durch Gleichungen ersten Grades mit 
einer Unbekannten ausgedrückt werden: 

ax {- bx -\- ex -{-.,. = dj 
wo üf b, c . . . d aus ganzen Zahlen und Brücher bestehen, 
die aus Stammbrüehen zusammengesetzt sind; ferner be- 
handelten sie solche Aufgaben, die unter die Gesellschafts- 
rechnung gehören, ja einzelne, die zu ihrer Lösung ein- 
fache arithmetische und geometrische Reihen erfordern. 
Bei der Lösung von Aufgaben, die, wenn man sie auf 
die Form einer Gleichung gebracht haben würde, von 
Gleichungen der oben stehenden Form abhängen würden, 
en wir zum ersten Male eine Anwendung der Methode 
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des falschen Ansatzes, der sogenannten ^Regula falsi», 

auf die wir später an vielen Stellen treffen werden. Sie 

besteht darin, dass man x einen Versuchswert x^ beilegt; 

liefert dieser durch Einsetzen d-^ statt rf, so ist 

_ d^ 
X — — X •% _ • 

In der Geometrie musste nach dem Gesagten die 

Bestimmung von Flächeninhalten zu den Hauptsachen 

gehören. Bei den Ägyptern wie bei mehreren anderen 

Völkern war es nicht ungewöhnlich, den Flächeninhalt 

eines Vierecks mit den Seiten a, h, c und d nach der 

unrichtigen Formel 

a -\- c h -\- d 

2 2~ 

zu berechnen, und den Inhalt eines Dreiecks mit den 

Seiten a, a und h nach der darin enthaltenen Grenzformel 

h 
a . -; 

aber diese Formeln liefern keine üble Annäherung, sobald 
die Winkel des Vierecks oder die Winkel an der Drei- 
ecksseite h sich nur wenig von einem Rechten unter- 
scheiden. Der Ausdruck für den Inhalt liefert dann nur 
einen Fehler, den wir von zweiter Ordnung nennen. Wenn 
auch die Aufstellung dieser Formeln zur Anwendung auf 
andere Fälle hat verleiten können, so haben doch die 
Ägypter — so weit man aus der Grösse der Seiten in 
den vorgefundenen Beispielen mit einiger Sicherkeit 
schliessn kann — sie vorzugsweise da angewandt, wo sie 
eine gute Annäherung geben. Die Nachahmer der Ägypter, 
die römischen Landmesser, kamen dagegen auf die Idee, 
sie auf gleichseitige Dreiecke anzuwenden, obgleich sie 
bessere Berechnungsmethoden für diese besassen. Den 
Inhalt eines Kreises mit dem Durchmesser d berechneten 
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die Ägypter nach der Formel ( -q- ^) > was desselbe ist, 

(1 ß \ 4 
-^-J , al8o gleich 3,16 setzt. Die 

benutzten Formeln zeigen, dass die Ägypter ebenso wie 
wir als Flächeneinheit das Quadrat mit der Längenein- 
heit als Seite benutzt haben. Die Konstruktion von rech- 
ten Winkeln im Felde scheint durch Konstruktion eines 
Dreiecks mit den Seiten 3, 4 und 5 geschehen zu sein. 
Bei der Konstruktion der Pyramiden, oder wenigstens bei 
der Bestimmung ihrer Dimensionen scheint man dte 
Grösse des Verhältnisses zwischen der halben Diagonale 
der Grundfläche und einer Seitenkante benutzt zu habec^-i 
also das, was wir den cosinus des Winkels nennen, d^:^ 
die Seitenkante mit der Grundfläche bildet. Wenn übrrrm 
gens noch Demokrit zu einer Zeit, wo die griechiscfc»- 
Geometrie eine keineswegs geringe Entwickelung erfahren ^ 
hatte, als Zeichen für seine eigene Fertigkeit in geometrr^^ 
sehen Konstruktionen anführen kann, dass er darin nick^ 
einmal übertroffen werde von den ägyptischen Harped^^ 
napten (Seilspannem), d. h. von den Männern, die unt^^ 
Beobachtung feierlicher Gebräuche dafür zu sorgen hattei^^ 
dass die Grundrisse der Tempel richtig zur Sonne lagert 
so kann die Tüchtigkeit dieser Männer sich nicht auf dL " 
Anwendung so einfacher Konstruktionen, wie die vo^ 
uns genannten es sind, beschränkt haben. 

Während die Griechen namentlich von den Kgyptert^ 
Impulse erhielten zur Bildung der Geometrie, desjeniger^ 
Teiles der Mathematik, den sie zur grössten Vollkommen-^ 
heit entwickelten, so waren die Babylonier ihre Lehr-- 
meister in Astronomie und in der Ausführung der dazif 
gehörigen Berechnungen. Von daher schreibt sich die 
noch heute gebräuchliche Teilung des Kreises in Grade, 
Minuten und Sekunden nach dem Sexagesimalsystem. 
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Die Teüung in 360 *> (=28.32.5) hängt vielleicht damit 
zusammen, dass das Jahr ehemals zu 360 Tagen ange- 
kommen wurde. Die weitere sexagesimale Teilung kann 
teils hiervon abhängig sein, teils kann sie auf der Er- 
l^enntnis der Vorteile beruhen, die ein Zahlensystem ge- 
währen muss, in dem die Grundzahl 2^.3.5, wegen 
Arer Zusammensetzung aus den niedrigsten Primzahlen, 
^iöen sehr grossen Teil der niedrigeren Zahlen als Fak- 
iren enthält. Zeugnisse für die konsequente Benutzung 
^eses Zahlensystemes hat man in Inschriften gefunden, 
^e Tabellen enthalten über die Quadratzahlen bis 60 ^ 
^d die Kubikzahlen bis 32^, geschrieben nach diesem 
System. Diese Inschriften sind einige Tausend Jahre alt. 
Es ist auch wahrscheinlich, dass verschiedene von 
^©n Zahlenspekulationen, die mehrere Untersuchungen 
^^^ Griechen über ganze Zahlen nach sich gezogen haben, 
^^prünglich der Zahlenmystik der Chaldäer und Baby- 
iouier ihren Ursprung verdanken. 



Die griechische Mathematik. 



1. Historischer Überblick. 

Da wir bei unserer Besprechung der griechischen 
Mathematik oft die Behandlung einzelner Gegenstände 
durch lange Zeiträume hindurch verfolgen müssen, so 
wird es nützlich sein, im voraus einen historischen Über- 
blick zu geben, in dem wir teils die zeitliche Reihenfolge, 
in der die einzelnen Entwickelungsstufen hervortreten und 
die verschiedenen Mathematiker thätig waren, auseinander- 
setzen, teils die Verhältnisse beleuchten, unter denen die 
Mathematiker ihre Wirksamkeit übten. 

Ein Mittelpunkt in der griechischen Mathematik wird 
von Euklid gebildet, der etwa 300 Jahre v. Chr. lebte. 
In seinen sogenannten «Elementen» besitzen wir ein 
Lehrbuch der Geometrie, das noch an einzelnen Stellen 
als solches benutzt wird, und das das elementar-geo- 
metrische Lehrgebäude enthält, dessen Hauptprincipien 
überall unter verschiedenen Formen dem Unterrichte noch 
heutigen Tages zu Grunde gelegt werden. In diesem 
Werke müssen wir auf der einen Seite Aufklärung über 
die zerstreuten Angaben suchen, die wir über die ältere 
griechisahe Mathematik besitzen ; denn diese beziehen sich 
im wesentlichen auf die Entstehung der euklidischen 
Geometrie. Auf der anderen Seite muss dieses Werk die 
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Grundlage für unser Verständnis der späteren Schriftsteller 
bilden; denn es war die Grundlage, auf der diese selber 
weiter bauten. Auch in äusserer historischer Beziehung 
bildet Euklid einen Mittelpunkt. Er war nämlich der 
erste grosse Mathematiker der sogenannten alexandrini- 
schen Schule, und wirkte unter ganz anderen Umständen 
als seine Vorgänger. 

Die voreuklidische Entwickelung der Mathematik 
erstreckt sich über die drei vorhergehenden Jahrhunderte 
und hat in jedem von diesen einen etwas verschiedenen 
Charakter. 

Der erste griechische Mathematiker war Thaies von 
Milet, der die Sonnenfinsternis vom 28sten Mai 585 
vorhersagte. Hierzu muss er Regeln benutzt haben, die 
direkt von den Ägyptern herrührten und sich auf lang- 
jährige Beobachtungen dieser stützen. Von den Äg3rptern 
stammen gewiss auch die meisten seiner mathematischen 
Kentnisse. Die Hauptsache ist jedoch, dass die Griechen 
mit ihm und der von ihm gestifteten philosophischen 
Schule, der sogenannten jonischen, anfingen nicht nur das 
mathematische Wissen zu sammeln, was sie von den 
Ägyptern erhalten konnten, sondern auch dies Wissen nach 
verschiedenen Richtungen hin zu erweitern. Diese Arbeit 
des sechsten Jahrhunderts nahm ihren Anfang auf 
der kleinasiatischen Küste, aber durch die lebhaften 
Handelsverbindungen der Griechen wurde sie auch nach 
anderen Gegenden, wo die Griechen ansässig waren, ver- 
pflanzt. 

Wir sehen deshalb auch an einem ganz anderen Orte, 
nämlich in Süditalien, den Hauptheerd für die Ent- 
wickelung der Mathematik im fünften Jahrhundert. 
In diesem hatte man erkannt, dass die nach und nach 
gesammelten und gefundenen mathematischen Wahrheiten 
auf sicheren Grundlagen aufzubauen seien, und gleich- 
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zeitig mit der Entwickelung dieser benutzte man die mittle 
weile sicher gestellten Resultate als Ausgangspunkte fi 
neue und wichtige Erweiterungen. 

Der Mann, dem wenigstens die Tradition den grösste 
Einfluss auf diese Arbeit zuschreibt, ist Pythagoras vo] 
Samos, den wir deshalb beim fünften Jahrhundert bc 
sprechen, wenn auch seine eigene Wirksamkeit wohl zun 
Teil vor das Jahr 500 fällt. In «Grossgriechenlandi 
wie die damals reich blühenden griechischen Kolonien ii 
Süditalien genannt wurden, stiftete er eine philosophische 
Schule, die sich stark nach aussen hin abschloss und 
sich, wie es scheint, durch mystische Ceremonien und 
Geheimhaltung ihrer Lehren in dieser Abgeschlossenheit 
zu erhalten suchte. Diese aristokratische Schule suchte 
sich auch politisch geltend zu machen, erregte aber den 
Unwillen aussen stehender und wurde gesprengt, als die 
Demokraten in Grossgriechenland die Gtewalt an sich 
rissen. Da in weit späterer Zeit die sogenannten Neu* 
pythagoreer meinten, dass ihre Lehren, die zum Teil von 
religiös-ethischer Art waren, auf Pythagoras zurödt- 
zuführen seien, so umgaben sie diesen ihren vermeint- 
lichen geistigen Vater mit so vielen legendenhaften fr 
Zählungen, dass es schwierig ist, den wahren Kern darin 
zu finden. Was von diesen Erzählungen Interesse flr 
uns haben kann, das sind die Berichte über seine ReisflD 
nach Ägypten, wo er recht wohl gewesen sein kana 
ebenso wie später Plato und Eudoxus, und der BerioM 
über eine sehr zweifelhafte Reise nach Babylon. Von 
Bedeutung für die Entwicklung der Mathematik ist d» 
grosse Abgeschlossenheit dieser Schule gewesen, denn 
diese veranlasste das wirksame Zusammenarbeiten von 
Männern, die sich gegenseitig verstanden, trägt aber auch 
andererseits die Schuld dafür, das wir so wenig darüber 
wissen, was dem Meister gehört, und was den Schülern. 
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Sprengung der Schule war die Veranlassung, dass 
enigstens ihre mathematischen Lehren später üher die 
srachiedenen Gegenden ausgebreitet wurden, in denen 
as griechische Volk sich niedei^lasaen hatte. 

An anderen Orten haben diese Lehren sieli aber 
ewisB vereinigt mit den Früchten der Arbeit, die von 
öderen auf philosophisch em oder raatbenaatischem Gebiete 
UBgeführt worden war. Es ist deshalb nicht leicht zn 
ntsclieidei), wie viei oder wie wenig von seiner Mathe- 
latik ein so selbständiger Deuter wie der Philosoph 
)emokrit von Ahdera (am 460 v. Chr.) von den Py- 
liagoreern gelernt hat. Der etwas ältere Hippokrates 
nn Chios, der eich, nachdem er Kaufmann gewesen war 
ind sein Vermögen verloren hatte, in Athen aufhielt und 
lorl Unterricht in der Mathematik erteilte, kann vielleicht 
'erschiedenes von den Pythagoreern gelernt haben, gehörte 
iber keinenfalla ihrer Schule an. Er erhält eine besondere 
Jedeutung dadurch, dass wir ihm ein zusammenhängendes 
äthek Geometrie verdanken, die einzige derartige Probe, 
lie aus dem öten Jahrhundert erhalten geblieben ist, und 
'erner dadurch, dass er in Athen wirkte, derjenigen 
^tadt, die schon damals im Begriffe stand der Mittel- 
punkt zu werden für das griechische Geistesleben, für 
inechische Kunst und Wissenschaft, und für den Kampf 
zwischen Sophisten — unter denen z. B. Hippias von 
Elia ein tüchtiger Mathematiker war — und Philosophen, 
iiid die im folgenden Jahrhundert auch der Hauptsitz 
ör die mathematische Entwickelung ^vurde. In Süditalien 
lahm unterdessen die Entwickelung pythagoreischer Leb- 
^n ihren Fortgang, und ein bedeutender Mathematiker, 
'fchytas von Tarent, den wir dort gerade am Schlüsse 
KtSten Jahrhunderts antreffen, wird ausdrücklich als 
^ntzte bedeutende Pythagoreer bezeichnet; er lebte in 

L • . 
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seiner Geburtsstadt, wo er sowohl als Staatsmann, wie 
als Heerführer und Mathematiker angesehen war. 

Durch Archy tas ist die durch die alte pythagoreische 
Schule und ihre nächsten Nachfolger gewonnene Ent- 
wickelung weiter getragen zu denjenigen, die namentlich 
die mathematische Arbeit des 4ten Jahrhunderts leiten 
sollten, nämlich zu Plato von Athen und Eudoxus von 
Knidos, denn beide wurden auf ihren Studienreisen 
nach Süditalien mit Archytas bekannt und wurden von 
ihm beeinflusst. Bevor ich auf diese beiden Männer 
und ihre Schulen genauer eingehe, will ich, im Anschlußß 
an meine Bemerkungen über die beiden vorhergehenden 
Jahrhunderte, im allgemeinen über das 4te Jahrhundert 
bemerken, dass es damals klar geworden war, dass volle 
Genauigkeit erst erreicht werden könne durch BilduDg 
eines zusammenhängenden Systems. Teils durch wieder* 
holte Versuche solche Systeme zu bilden, teils durch Entr 
Wickelung der notwendigen Methoden und durch Erweite- 
rung und Verbesserung des Stoffes brachte man die el®' 
mentare Geometrie auf den Standpunkt, den wir bei Euklid 
finden. Gleichzeitig hatte man begonnen eine höheJ^ 
Geometrie zu entwickeln, in der die Lehre von den Kegß^' 
schnitten zur grössten Bedeutung gelangte. 

Plato (429 — 348) ist der bekannte grosse Philosoph» 
der Schüler des Sokrates und Stifter der» Schule, dl® 
nach der Stelle in Athen, wo sie" sich um Plato schaart^' 
die Akademie genannt wurde. Plato 's Interesse für d^® 
Mathematik schreibt sich nicht von Sokrates her, del^^ 
dieser wollte die Mathematik auf praktische Anwendung^^ 
beschränkt wissen. Aber Sokrates w^ar auch nicht sei^ 
einziger Lehrer, und nach dessen Tode fand er Geleget^' 
heit erst in Kyrene und dann in Süditalien sich in di® 
Mathematik und Philosophie der Pythagoreer hineinzu- 
versetzen. In Kyrene studierte er Mathematik bei dem- 
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6öl"b>^ii Lehrer wie ein anderer Athener, der bedeutende 
^i^a.t,l:kematiker Theätet, nach dem er einen seiner Dia- 
loge "benannt hat; vielleicht waren er und Theätet gleich- 
zextig in Kyrene. In Sicilien schlo&s er Freundschaft mit 
^i^cliytas; auch Ägypten besuchte er. 

Wenn wir das richtig erfassen wollen, worin PI ato 's 
Eirifluss auf die Entwickelung der Mathematik bestanden 
^^t, so begegnen wir denselben Schwierigkeiten wie bei 
l^ythagoras. Wie die Neu-Pythagoreer dem Pytha- 
goras, so haben die Neu- Akademiker dem Plato in 
ihren Berichten gern die Ehre für das denkbar mögliche 
zuerteilen wollen. Selbst diese schreiben ihm jedoch nicht 
P^i'sönliche mathematische Untersuchungen von weiterer 
ß^deutmig zu, sondern zeigen sich vielmehr geneigt ihm 
die Ehre für die Methoden, die zu seiner Zeit in Gebrauch 
^^naen, zuzuerkennen, und ihn den Ratgeber derjenigen 
s^iii zu lassen, die die eigentlichen mathematischen Fort- 
ö^l^ritte machten.. Haben diese Angaben auch nicht viel 
Wahrscheinlichkeit für sich, so war es doch auf alle 
Fälle von der grössten Bedeutung für den Fortschritt der 
Mathematik, dass derjenige von den Schülern des Sokrates, 
der vor allen andern Träger der geistigen Entwickelung 
wurde und lernbegierige Menschen aus den Ländern und 
Rolonien der Griechen nach Athen zog, dass dieser grosses 
Interesse für die Mathematik und ihre weitere Entwicke 
lung besass. Ist es auch nur eine Legende, dass er über 
den Eingang zur Akademie schreiben liess: jurjöeig äyeo- 
ßietQi]Tog etako), d. h. «Keiner, der nicht Geometrie kann, 
trete eini», so geht doch aus seinen eigenen Arbeiten 
hei'vor, dass er eine gewisse geometrische Vorbildung als 
Voraussetzung für das Eindringen in die Philosophie 
betrachtete. So ist der Gebrauch, der in einem seiner 
Dialoge von den fünf regelmässigen Körpern gemacht 
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wird, die Ursache gewesen, dass diese den Namen «p^* 
tonische Körper» erhalten haben. 

Auch der nächste grosse Philosoph, Aristotel^.^' 
der sich viel nait Naturwissenschaften beschäftigt hat, 1^ 
Interesse für Mathematik an den Tag, ohne jedoch ^^ 
irgend einer Stelle eine besonders hervortretende rnatt^^ 
matische Einsicht zu verraten. Die Stellung beider Männ^^ 
zu diesem Fache war derartig, dass die Mathiematik^^ 
Platz finden konnten in den wissenschaftlichen GeseU-' 
Schäften der damaligen Zeit, der akademischen Schüi*^ 
Plato's und der peripatetischen des Aristoteles, da.^^ 
sie in diesen mit andern Forschern zusammen arbeit^^ 
und bei ihnen Verständnis finden konnten, und da-ö^ 
Mathematik und Philosophie gegenseitig Impulse geb^^*^ 
und empfangen konnten, sowohl durch friedliche V^^' 
handlungen, als auch durch Zwistigkeiten. Teils wur<i^ 
die Mathematik dadurch ein Glied in der höheren gri^' 
chischen Bildung, teil& lässt die Gestalt, die sie eben 
dieser Zeit gewann, aufs deutlichste erkennen, dass 
sich ausgebildet hat in Kreisen fein gebildeter und rO-^* 
Rücksicht auf die Korrektheit des Ausdrucks anspruct»-^' 
voller Denker. 

Von mehr direkter Bedeutung für die Entwickelu^^^ 
der Mathematik als diese berühmten philosophisch.^^^ 
Schulen war jedoch eine mathematisch-naturwissenscha-f*'' 
liehe Schule, die sich zu Plato's Zeit in der blühend^^ 
Handelsstadt Kyzikos am Marmorameere um den ^^^ 
Arzt, Astronom und Mathematiker hoch angesehea^^ 
Eudoxus von Knidos sammelte. Als junger Mann ha'fc'*^ 
er sowohl Süditalien als Ägypten besucht. An der letzt^^ 
Stelle war zu damaliger Zeit für einen griechischen Matl^^" 
matiker kaum noch etwas in der Geometrie zu lerne J^' 
Dagegen sind dem Eudoxus als Astronomen die uralt^^-^ 
Beobachtungen der Ägypter sehr zu Statten gekommeX^' 
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C>iese hat er denn auch zu benutzen verstanden; ihm ge- 

1^'ö.hirt nämlich das Verdienst, die Astronomie allein auf 

^^olDachtungen und geometrische Untersuchungen gegründet 

z^ haben mit Ausschluss der Sterndeuterei und leerer 

Spekulationen. In Süditalien studierte er Medicin und 

Greornetrie, die letzte namentlich bei Archytas. 

Die Verbindung beider Stifter mit den Pythagoreern 
ist gewiss eine gute Vorbedingung gewesen für das Zu- 
sammenarbeiten der Schulen, die sich an Plato und 
■ß^Ucioxus anschlössen, ein Zusammenarbeiten, dass ge- 
legentlich auch die Form von Streitigkeiten annahm. 
Der Verkehr zwischen den beiden Schulen in Athen und 
^yzikos wurde nicht nur hergestellt auf den zufälligen 
^egen, zu denen der lebhafte Handel zwischen den beiden 
^t^ädten Veranlassung geben konnte, sondern Eudoxus 
'^^t Athen besucht zusammen mit seinen Schülern, die 
^^nn Pia tos Vorträge gehört haben; mehrere von ihnen 
^^llen sich in der Philosophie an Plato angeschlossen 
^^ben. Die am meisten bekannten Schüler von Eudoxus 
^aren die Brüder Menächmus und Dinostratus. Von 
^^esen soll Menächmus in philosophischem Anschluss 
^^ Plato über den Staat geschrieben haben. 

Welche Resultate nun in den drei hier besprochenen 
Jahrhunderten erreicht waren, und welche Formen sich 
^ Beweise und Darstellung entwickelt hatten, das lässt 
^^cfci recht gut erkennen aus dem, was beim Beginn der 
^^ci folgenden alexandrinischen Schule vorhanden war, 
6fti^r aus den Sätzen, die Plato in seinen Dialogen be- 
^^t^t, und aus der Betrachtung der von Aristoteles 
^^^Sestellten logischen Formen. Das Material, worauf 
ciie^^ letzteren sich in der einfachsten und genauesten 
^^ise haben anwenden lassen, ist nämlich die Mathematik 
ßeiti^j, Q^Q haben sich dann sicher auch eben durch den 
^^V>rauch entwickelt, den die Mathematiker davon machten. 
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und sie haben einen Teil der Ausbeute enthalten, die die 
Philosophie aus dem hier geschilderten Zusammenarbeiten 
mit der Mathematik davongetragen hat. Wenn wir im 
Folgenden den Standpunkt, der erreicht worden war, nicht 
nur als vollendete Thatsache schildern, sondern zugleich 
auch darüber Rechenschaft ablegen, was den Einzelnen 
zu verdanken ist und wie sich die Ideen nach und nach 
mit einander verküpft haben, so stützen wir ims dabei 
teils auf die bei den späteren Schriftstellern zerstreuten 
Äusserungen hierüber, teils auf einen Geschichtsschreiber 
der Mathematik aus dem Schlüsse der hier erwähnten 
Periode, den Peripatetiker Eudemus von Rhodus. Wir 
besitzen allerdings auch sein Werk nicht, wohl sind aber 
einzelne wichtige Auszüge daraus bei späteren Schrift- 
stellern aufbewahrt worden. Durch ihn, also durch dritte 
Hand, sind wir mit dem oben erwähnten Bruckstücke 
des Hippokrates von Chios bekannt geworden. 

Es ist ein etwas unruhiges Bild, das die Betrachtung 
der verflossenen drei Jahrhundert in uns hervorgerufen 
hat. Die Mathematik nimmt ihren Anfang an der Küste 
Kleinasiens. Darauf lenkt ihre Entwickelung in Süd- 
italien besonders unsere Aufmerksamkeit auf sich. Dann 
zieht Athen durch seine ganze geistige Überlegenheit auch 
die Mathematiker an sich. Sicher ist auch dauernd an 
anderen Orten gearbeitet worden, wie in Süditalien, wo 
anderthalb Jahrhunderte nach Archytas den Griechen 
ihr grösster Mathematiker inArchimedes erstehen sollte; 
aber aus der ganzen geistigen Oberherrschaft Athens folgte 
auch, dass die Arbeiten der in Athen lebenden Mathe- 
matiker am wenigsten vergessen wurden. Die grosse Ver- 
breitung des mathematischen Studiums während der hier 
erwähnten Zeit hat ihren Grund teils in den lebhaften 
Handelsverbindungen, die zwischen den zerstreuten Grie- 
chen bestanden, teils in den vielen Kriegen und politischen 
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Unruhen, durch die hervorrageüde Mäoner von einem 
Ort zum andern getrieben wurden. Unter ähnlichen Un- 
ruhen haben auch die gewirkt, die an derselben Stelle 
haben bleiben können, wie namentlich in Athen. Gleich- 
zeitig wei'den die Mathematiker allerlei geistige Kämpfe 
zu bestehen gehabt haben, sowohl unter sich als auch 
mit Sophisten und Philosophen. 

Unter solchen Umständen gewann die Mathematik 
nicht nur so grosse Verbreitung über manche Gegenden 
und zu allen wisse n seh nftlichen Forschern, sondern sie um- 
gab sich auch mit dem sicheren Rüetzeug in Beweisfüh- 
rung und Darstellungsform, das wir heute noch so hoch 
bewundern. Ja in der Beweisführung können wir in der 
Regel nichts besseres thun als sie nachzuahmen; mit Bezug 
auf die Darstellungsform müssen wir jedoch sagen, dasa 
die SicJierheit in dem Grade auf Kosten der Zugänglichkeit 
gewonnen war, dass sie sjwiterliin mit Schuld daran wurde, 
dass der erreichte hohe Standpunkt nicht bewahrt werden 
konnte, als die mündliche Tradition verloren ging, und dass 
das volle Verständnis für den Tiefainn der griechischen 
Mathematiker erst in der neueren Zeit hat wiedererworben 
werden können, wo die Mathematik, wenn auch immer 
in etwas von der griechischen Mathematik beeinÜusst, 
sich allmählich nieder auf den von den Griechen be- 
handelten Gebieten zu derselben Höhe erhoben hat. 

Der erwähnte Niedergang der Mathematik begann 
jedoch keineswegs, wie es mit der Dichtkunst, der Be- 
redsamkeit und anderen Künsten, sowie mit der Philo- 
sophie der Fall gewesen war, damals, als die äusseren 
Verhältnisse sich so wesentlich mich Alexanders der 
Grossen Tode änderten, im Gegenteil, damals trat die 
reichste Blüte der Mathematik ein. Wie bekannt Über- 
nahm bei der Teilung des Reiches Ptolemäua, der Sohn 
des Lagus, Ägypten mit der neu angelegten Stadt Alex- 
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andria, und er und seine Nachfolger machten di( 
nicht nur zu dem wichtigsten Handelscentrum, sondei 
auch zu einem wissenschaftlichen Mittelpunkte erst 
Ranges. Unter ihm und seinen nächsten Nachfolger: 
die auch den Namen Ptolemäus führten, wurde d^?^ 
«Museum» gegründet, in dem gelehrte Männer ohne Sorp^' 
für ihren Unterhalt der Wissenschaft leben konnten. lÄ^ 
Ptolemäer gründeten und vermehrten die alexandrinisch^ 
Bibliothek, in der nach und nach Abschriften von allej3 
bedeutenden griechischen Arbeiten, die sich auftreiben 
Hessen, gesammelt wurden. Wie an einer modernen Uni- 
versität versammelten sich die wissbegierigen griechischen 
Jünglinge in Alexandria und nahmen Unterricht bei den 
dortigen Forschern, namentlich in Grammatik und Mathe- 
matik. 

Diese Verhältnisse konnten nur nützlich sein für die 
Mathematik, die der Ruhe bedurfte, teils um die vielen 
gewonnenen aber zerstreuten Resultate in festen Systenaen 
zu vereinigen, teils um die bereits gewonnenen frucht- 
baren Methoden der Betrachtung dazu zu benutzen, sich 
auf noch grössere Höhen zu erheben als bisher erreicht 
waren. Ruhe war erforderlich für den fortgesetzten 
mündlichen Unterricht, denn ohne diesen würde die Form, 
wodurch die Zuverlässigkeit gewährleistet wurde, grössere 
schriftliche Darstellungen nur wenig zugänglich gemacht 
haben. Da die Mathematik nunmehr zu einer selbstän- 
digen Wissenschaft herangewachsen war, so bedurfte man 
ferner Mathematiker von Fach, die nicht nötig hatten 
beständig mit den Philosophen über ihr Fach zu ver- 
handeln und selbst Philosophie zu treiben. Eine der- 
artige Verteilung der Fächer bei den alexandrinischen 
Gelehrten verhinderte jedoch nicht, dass ein und der- 
selbe Mann in mehreren Fächern thätig war. Das war 
z. B. der Fall mit Eratosthenes von Kyrene, der in 
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'^^^ letzten Hälfte des 3ten Jahrhunderts wirkte und eine 
^^i'tlang der alexandrinischen Bibliothek vorstand. Ausser 
'^i't Philosophie und Sprachwissenschaft beschäftigte er 
^^li mit Geographie — ja mit höherer Geodäsie, in so- 
^^n er die erste Gradmessung vornahm — sowie mit 
^^ronologie und Mathematik. Die Ruhe, die den Mathe- 
matikern in Alexandria gegönnt wurde, mochte jedoch 
^^ch ihre Gefahren mit sich bringen, z. B. was Selbst- 
'^öTgötterung und Kameraderien betraf, und man darf es 
deshalb nicht beklagen, dass Archimedes, der grösste 
Mathematiker der alexandrinischen Zeit, nicht in Alex- 
andria lebte, sondern in Syrakus. Von da aus sandte 
er nach und nach sowohl seine fertigen Arbeiten wie 
vorläufige Resultate nach Alexandria, und da gewisse hier 
lebende Mathematiker sich einige der letzteren dadurch 
aneignen wollten, dass sie sie hinterher bewiesen, so 
führte er sie einmal dadurch an, dass er ihnen einige 
unrichtige Resultate übersandte — denn auch diese be- 
wiesen sie. Archimedes' Aufenthalt ausserhalb Alex- 
andria hat übrigens den für unsere Kenntnis seiner Werke 
nützlichen Umstand im Gefolge gehabt, dass er vieles 
schriftlich hat abfassen müssen, während er sich in Alex- 
andria damit begnügt haben würde, es seinen ümgangs- 
genossen und Schülern mündlich mitzuteilen, oder es doch 
nur auf eine für diese bestimmte Form zu bringen. 

Diejenigen Mathematiker aus dieser Periode, die uns 
bedeutende rein mathematische (geometrische) Werke 
hinterlassen haben, und die sicher auch die übrigen tüch- 
tigen Mathematiker der damaligen Zeit bedeutend über- 
ragten, sind Euklid, etwa 300 v. Chr., Archimedes, 
f 212, und Apollonius, etwa 200 v. Chr. 

Von Euklid, von dessen persönlichem Leben in 
Alexandria man nicht* viel weiss, besitzen wir ausser seinen 
bereits genannten Elementen auch eine andere elementare 
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Schrift, die gewöhnlich mit dem lateinischen ^ea^TXiei 
Data bezeichnet wird. Teilweise wenigstens kennt rjnan 
eine Schrift über die Teilung der Figuren, eine VLetxo- 
nomische Schrift, Phaenomena, und eine Optik, die ^^^ 
alleresten Elemente der Perspektive behandelt. Verloren 
sind seine vier Bücher über Kegelschnitte und seiiiß 
zwei Bücher über Oberflächenörter, ferner die Scl^nft 
über Porismen und eine Schrift über falsche Schlüsse* 
Auf den Inhalt dieser Schriften kann man schliessen ».us 

• 

späteren Sammlungen von Hülfssätzen und aus Kommew- 
taren. So haben die Porismen mehrere von den Sätzen 
über Transversalen und Punktreihen enthalten, die jet^^ 
in der projektivischen Geometrie behandelt werden. 

Archimedes lebte in Syrakus, wo er ein set^ 
angesehener Mann war, ein Freund des Königs Hier ^^' 
Bei der Einnahme von Syrakus durch die Römer far^ 
er seinen Tod, nachdem er sein mechanisches Wissen a«-^' 
verschiedene Weise bei Verteidigung der Stadt angewanC^ 
hatte. Sicherlich hat er seinerzeit Alexandria besuch^^' 
und Verbindungen mit den Männern angeknüpft, dene 
er später seine Schriften sandte. Von diesen sind fo 
gende erhalten: Über Kugel und Cylinder; Messun 
des Kreises; Über Konoide und Sphaeroide; Übe 
Spiralen; Über das Gleichgewicht ebener Figuren / 
Sandrechnung; Quadratur der Parabel und Übef 
Körper, die auf einer Flüssigkeit schwimmen, die 
letzte jedoch nur in lateinischer Übersetzung. Durch 
spätere griechische Schriftsteller und durch arabische 
Überlieferung besitzen wir ferner einige Bruchstücke, von 
denen wir eine Arbeit über halbregelmässige Körper und 
eine Reihe geometrischer Sätze, «Die Archimedischen Hülfs- 
sätze», nennen wollen. Die «Hülfssätze» sind vielleicht 
jedoch zum Teil neueren Ursprungs. 

Apollo nius von Perga ist sicher in Alexandria 
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thätig gewesen. Von ihm sind sieben von don ncht Bü- 
chern erhalten, die er über die Kegelschnitte gi»8rliriebon 
^t; die vier ersten hat man auf grieclnscli, die dn»i 
folgenden kennt man durch eine arabisclie Übernotxung. 
^^f dieselbe Weise ist uns eine Sdirift über den Vor» 
^ältnisschnitt erhalten, während wir nur durt^li 8pllU»it» 
Mitteilungen Kenntnis haben von den Schriften übi»r tjon 
bestimmten Schnitt, den Fläcliensclinitt, über Be- 
rührungen und EinSchiebungen. ApolloniuH m^hoint 
Ä^ch wesentlich zur Anwendung der Matliernatik auf cli«» 
A^stronomie beigetragen zu haben. 

Unter der Zeitgenossen, den näcthHten VorKitngeni 
und Nachfolgern der drei grossen Mathematiker wollen wir 
erwähnen: Aristäus, der etwas ält<ir alM Kuklicl wnr 
u^^d verloren gegangene Arbeiten über rilumliohe Orter 
und reguläre Polyeder geschrieben hat, ferner eleu 
schon erwähnten Eratosthenes, NikomcMlen, der äwI- 
^l^en Archimedes und ApolloniuH lebttj, Kowie DJo 
^l^s, Perseus und Hypsikles. 0er letzte hat ein 
^^ch über r^uläre Polyeder gew^hrieben, tbm tu «Ue ge- 
wöhnlichen Ausgaben des Euklid aln l4Um Hueh nut 
genommen zu sein pflegt. Was di'^ tibrij;en betrifft, j*o 
tonnen wir von ihnen nur durch Erwähtning )H*i »ipH^ieren 
Schiftsteilem einige verlorene 8<;hrifWj tptU*r «hiÄ'ihie lU* 
sultate. 

Auch nach der hier ge»child«rrt^ri Zf?it if<?ff<?r* wjr nut 
bedeutuDgßvolle Fortechritte in ^nz4^u*^i HM^Ututim d^r 
griechischen Mathematik, und zwar zutti^itHi iti ti^fHmth 
die Anwendung auf die AHirouomUi iUt^U^h OhiiMt',\t 
wir uns nicht auf dnft G^jw^bi/^hl«? ^Wr Anir*fttntt$i^ i^ih 
lassen können, so wollen wir hier d'W/ *^t^^^u l'^^^r\flh'k 
geben über diejeni^eu ütttr^/Si^AhWciifftt M^rilUd^lUrr äm» 
verschied^i^i Zetten <fc« jm<^Ai<ti<;)^n/ AlU^rinthii, *lfrr^h 
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Arbeiten eine solche Bedeutung für die Mathematik ^ 
hialten haben, dass wir sie genauer erwähnen müssen- 

Wir haben bereits gesagt, dass Eudoxus, dem ^ 
Hatbematik die tiefsinnigsten Methoden verdankt, a^^' 
eine griechische, wissenschaftliche Astronomie begränd^^ 
Diese erfuhr jedoch bald eine Beeinflussung von aus^ 
her, denn der Eroberungszug Alexanders des Grosö< 
machte die Griechen mit der alten chaldäischen Astroi^ 
mie bekannt. Die grossen alexandrinischen Mathematil^ 
waren, wie schon erwähnt, zugleich Astronomen. Zwiscb^ 
diese, und zwar zwischen Euklid und Eratosthen^j 
haben wir Aristarch von Samos (etwa 270 v. Chr.) eii 
zuschieben, der bereits diejenige Hypothese über das Wel 
System angestellt hatte, die anderthalb Jahrtausende spät^ 
von Koppernikus bewiesen wurde. Die Arbeiten dö 
Eratosthenesin der mathematischen Geographie mussteJ 
sich unter anderem als nützlich erweisen für die Reduk 
tion der Beobachtungen, die von chaldäischen Astronomer: 
an anderen Orten ausgeführt worden waren. Apollonius 
verdankt man gewiss nicht wenige der geometrischen Vor 
aussetzungen, die den Fortschritten in Beobachtung und 
Berechnung zu Grunde lagen, die in der nachfolgender 
Zeit von den griechischen Astronomen weiter entwickeil 
wurden. Seine nächsten Nachfolger waren wohl noch ir 
Alexandria thätig, aber der Mann, der die höchste Stella 
unter den griechischen Astronomen eingenommen hat 
Hipparch von Nikäa (etwa 150 v. Chr.), beobachtet 
auf Rhodus. Er benutzte unter anderem die uralter 
chaldäischen Beobachtungen in erschöpfender Weise, unc 
ungefähr von seiner Zeit an hat sich morgenländische 
Einfluss auch äusserlich gezeigt durch Teilung des Kreisei 
in 360 ^ und durch allgemeine Benutzung des Sexagesimal 
''=^mes bei astronomischen und trigonometrischen Be 
Ingen. Unter den späteren Astronomen ist in de 
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Geschichte der Mathematik JlenelauB von Alexandria 
aus der letzten Hälfte des ersten Jahrhunderts n. Chi'. 
zu nennen, und namentlich der ein halbes Jahrhundert 
Jüngere Ptolemaus, durch dessen «Grosse Zuaammen- 
ätßllung» (fuyäXtj uvt-taBis), am bekanntesten unter dem 
totstellten arabischen Namen Almagest, wir die griechi- 
^itG Astronomie (mit dem sogenannten ptole maischen 
"©Itaystem) und die damit verbundene Trigonometrie am 
zuständigsten kennen. Das meiste von dem, was sich 
™i ihm findet, rührt nämlich von älteren Astronomen 
"ör. besonderB von Hipparch, von dem keine Schrift 
erhalten geblieben ist. 

"Während die Anwendung auf Astronomie auch nach 
''^^ Zeit der grossen Mathematiker eine fördernde Rück- 
^^irkung auf die eigene fernere Entwickelung der Mathe- 
fflatili ausgeübt hat, so ist das nicht in irgendwie hervor- 
'retei-ider Weise mit der Anwendung auf Landmessimg 
''Hd praktische Mechanik der Fall gewesen. Die theo- 
'^tispjjg Grundlage für das I^ndmessen war bereits in 
'^ griechischen Geometrie vorhanden, und das, was von 
leoretischer Mechanik aus dem Altertum herrührt, ist 
^'^ klarsten und vollständigsten von Archimedes ent- 
^'^^^fcclt worden. Dass dieser und seine Zeitgenossen zu- 
g'eicli bedeutende praktische Anwendung von der Mecha- 
nik 



gemacht haben, wissen 



; späteren Berichten, 



«nd dass die griechische Geometrie ' 

^Hdung auf das Landmessen gefunden hat, das geht 

^QWohl aus ihrem ägj-ptischen Ursprünge wie aus ihrem 

'äirneu hervor. Dieser bedeutet nämlich geradezu Land- 

■nesgujjg^ wenn auch das praktische Landmessen bereits 

_,'U Aristoteles' Zeiten den besonderen Namen Geodäsie 

[ "*"tte. Zugleich wurde das Landmessen sowohl wie die 

''**gistik oder Rechenkunst von den eigentlichen Geo- 

'"^tflrn als unwissenschaftlich bei Seite gelassen. Des- 
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halb wird in Euklids Elementen ebenso wenig Rücksich 
genommen auf das Landmessen wie auf andere Anwen 
düngen der Mathematik, die zu numerischen ßestimmungei 
führen. 

Eine bedauerliche Folge hiervon ist die, dass wi 
keine direkte Kenntnis davon haben, wie man es in de 
besten Tagen der griechischen Mathematik verstand, die:^ 
Ausbeute dieser Wissenschaft praktisch zu verwerten. 
Auskunft hierüber müssen wir, ausser bei den astronomi- 
schen, bei noch späteren Schriftstellern suchen. Unter 
diesen ist besonders Hero von Alexandrien zu nennen, 
dessen Lebenszeit man bis jetzt kurz nach der besten 
alexandrinischen Zeit gesetzt hatte, der aber nach den 
neuesten Forschungen frühestens im 2ten Jahrhundert n. Chr. 
gelebt zu haben scheint. Seine Arbeiten, in denen rich- 
tige griechische Methoden und Formeln neben ägyptischen 
Näherungsformeln von verschiedenem Werte vorkommen, 
haben eine wichtige Rolle gespielt als Anleitung zum 
Feldmessen und zu anderen praktischen Anwendungen 
der Geometrie während der langen Zeiträume, wo man 
nicht verstand in die exakte griechische Geometrie ein- 
zudringen oder sie überhaupt nicht kannte. Was sie da- 
für namentlich geschickt macht, ist der Umstand, dass 
sie zahlreiche numerische Aufgaben behandeln. Eben 
hierauf beruht auch Hero's Bedeutung für die Geschichte 
der Mathematik, da er uns doch zu einer leidlichen Vor- 
stellung davon verhilft, wie weit und auf welche Weise 
die Zahlenrechnungen, zu denen die wissenschaftlichen 
Resultate der griechischen Geometrie führen müssen, wirk- 
lich ausgeführt worden sind. Schade nur, dass man so 
wenig darüber weiss, in welchem Umfange die bei Hero 
vorgefundenen Methoden des Rechnens in Gebrauch ge- 
wesen sind, als die griechische Geometrie sich auf ihrer 
höchsten Höhe befand, und in welchem Umfange sie erst 
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i^iroli die auch nach jener Zeit dauernd von ihnen ge- 
^ Sollte Anwendung entwickelt worden sind. 

Die Entwickelung derjenigen Seiten der griechischen 
^^^^tliematik, denen sie ihre eigentliche Grösse verdankt, 
^^^ indessen schon vor dem Beginn unserer Zeitrechnung 
^^tjQ Stillstand gekommen. Um die Gründe hierfür zu 
'^^tstehen, die in der eigenen Beschaffenheit der griechischen 
Mathematik lagen, müssen wir diese selbst zuerst kennen 
^^rnen. Hier können wir nur hervorheben, dass die gün- 
stigen äusseren Verhältnisse, unter denen im ersten Teile 
der alexandrinischen Periode gearbeitet worden war, auf- 
gehört hatten. Die Gelehrten waren bereits weniger gut 
gestellt unter einzelnen der späteren Ptolemäer als unter 
den ersten Königen dieses Namens; aber die günstigen 
Verhältnisse hörten ganz auf, als die Römer in der Mitte 
des letzten Jahrhunderts v. Chr. Herren in Alexandria 
wurden, wie sie es an den meisten anderen Orten ge- 
worden waren, wo Griechen ansässig waren. In der 
. Mathematik zeigten sie sich nämlich keineswegs als lern- 
begierige Schüler der Überwundenen. Im Laufe der Zeiten 
erlitt die alexandrinische Bibliothek, die dazu bestimmt 
gewesen war die gewonnene wissenschaftliche Ausbeute 
aufzubewahren, verschiedene Feuersbrünste. Wenn Alex- 
andria nichtsdestoweniger fortfuhr der Ort zu sein, wo das 
Verständnis der alten Mathematik sich am besten erhielt, 
gelegentlich auch stärker aufleuchtete, so hängt das sicher- 
lich damit zusammen, dass dies immer noch der Ort war, 
wo die meisten Arbeiten aufbewahrt wurden. So lebte 
dort Pappus am Ende des 3ten Jahrhunderts n. Chr.; 
er war gewiss kein grosser Mathematiker im Vergleich 
mit denen, die zu den Zeiten der Ptolemäer an derselben 
Stelle thätig gewesen waren, aber seine mathematischen 
Sammlungen sind von unschätzbarer Bedeutung gewor- 
den durch die Aufklärungen, die sie uns direkt oder 
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indirekt durch Reihen von Hülfssätzen über jetzt verlor^^ ^^ 
Werke der grossen griechischen Mathematiker gebra-^^-'^^ 
haben. 

In einem einzelnen Zweige der Mathematik ist jedo^^-^ 
noch zu Papp US Zeit etwas Neues hervor gebracht yto^' 
den, nämhch in der Arithmetik. Aus der Zeit zwiscfci^^ 
den grossen Mathematikern und Pappus besitzen ^W^^ 
Arbeiten von mehreren arithmetischen Schriftsteller^^» 
unter denen namentlich Nikomachus (etwa 100 n. Ctxr-O 
grossen Ansehen genoss. Er hat eine erhaltene Ei^^" 
führung in die Arithmetik geschrieben. Dass er aO^ 
einige andere arithmetische Schriftsteller uns etwas Ned^^ 
haben bringen können, hat seinen Grund zunächst wol^* 
darin, dass weitergehende arithmetische Untersuchung^^ 
nicht in den Rahmen der Arbeiten hineinpassten, die u^f^^ 
aus der besten Zeit aufbewahrt sind. Dagegen nehm^^^ 
die Arbeiten, welche wir von Pappus' Zeitgenossen Di ^^^ 
phant besitzen, eine derartige Sonderstellung ein, dass 
darin eine wirkliche Erweiterung der griechischen Ma,Üm- 
matik erblicken müssen. Von seiner Hand ist uns das Meis 
von einem grossen Werke über arithmetische Din 
erhalten ; ob eine kleine Schrift über Polygonalzahlen eine^ 
Teil dieser grösseren ausgemacht hat, wissen wir nicht. 



2. Die pythagoreische Mathematik. 

Wenn wir uns nun dem mathematischen Inhalt ^^^x:::^ 
griechischen Geometrie zuwenden und mit der ältestem 
Zeit beginnen, so erfahren wir über das 6te Jahrhundert 
nur ausserordentüch wenig. Allerdings schreibt Eudemus 
dem Thaies verschiedene Sätze zu. Unter diesen kann 
er recht wohl den gekannt haben, dass der Peripherie- 
winkel auf dem Halbkreise ein Rechter ist, einerlei ob 
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^^ ilin selbst gefunden oder von den Ägyptern erhalten 

^^t; denn der Satz ergiebt sich ohne weiteres aus der 

löiclit erkennbaren Thatsache, dass sich um ein Rechteck 

ein Kreis beschreiben lässt. Dagegen ist es schwierig 

• 

irgend welchen Sinn darin zu finden, wenn Eudemus 
dem Thaies den Satz zuschreibt, dass ein Kreis von 
öinem Durchmesser halbiert wird, denn man kann kaum 
damit begonnen haben etwas so in die Augen fallendes 
2^ beweisen. Eudemus kann jedoch gemeint haben, 
dass Thaies notwendigerweise denselben Satz gekannt 
"aben müsse, der zu Eudemus' eigenen Zeiten für not- 
wendig angesehen wurde, um den Satz über Peripherie- 
Kinkel im Halbkreise zu beweisen. Auf ähnliche Weise 
^^nn es sich mit den gleichfalls von Eudemus genann- 
^^ Sätzen verhalten, dass Scheitelwinkel oder Winkel an 
<ler Grundlinie eines gleichschenkeligen Dreiecks gleich gross 
®^^d, oder dass ein Dreieck durch eine Seite und die 
•beiden anliegenden Wiiikel bestimmt ist. Der letzte Satz 
Namentlich erhält erst seine Bedeutung als theoretischer 

^^2, wenn er in seiner natürlichen Verbindung mit ande- 

^^^ ähnlichen erscheint. Da über Thaies' Bekanntschaft 

^^t solchen nichts mitgeteilt wird, so hängt die Sache 

^^Ueicht damit zusammen, dass die Tradition dem Tha- 

^® gewisse praktische Operationen beigelegt hat, zu deren 

^^oiretischer Begründung dieser Satz notwendig ist. Hier- 

^^ kann man denken an die dem Thaies zugeschriebene 

^^timmung des Abstandes von unzugänglichen Punkten 
^^ir Höhenmessung durch Schatten. Der Satz würde zu- 

^hst darauf hindeuten, dass diese Messungen mit Hülfe 

kongruenter Dreiecke ausgeführt worden sind. Die von 

^^U Ägyptern vorgenommene Bestimmung der Neigung 

^^tier Pyramidenkante deutet darauf hin, dass sie dazu 

^^liche Dreiecke zu benutzen verstanden, also weiter 

^^len als Thaies; diesem fällt aber doch die Ehre zu, 

3 
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zuerst unter den Griechen mathematische Untersuchung! 
aufgenommen zu haben. Wieweit man ausserdem i 
6ten Jahrhundert gekommen war, das sieht man a 
besten aus dem, worauf man im näCnsten Jahrhunde 
weiter bauen konnte. Wenn die Pythagoreer beispielswei 
die 5 regulären Polyeder entdeckten, so hat das jede 
falls mehr als unbedeutende, von ihren Vorgängern ei 
wickelte, geometrische Voraussetzungen erfordert. 

Weit mehr befriedigende Mitteilungen liegen vor ül 
die Mathematik der Pythagoreer. Sind diese auch nie 
nur unzuverlässig mit Bezug auf das, was dem Meister i 
gehört und was den Schülern, sondern auch vielleic 
geneigt den Pythagoreern vieles zuzuerkennen, was nur 
ihrer Zeit bekannt wurde, so geben sie doch demjenigc 
der mit der späteren griechischen Mathematik vertra 
ist, ein so zusammenhängendes, deutliches und verstän 
liches Bild von ihrer ersten Entwicklungsstufe, von de 
Bestrebungen, die früh rege waren und später so deutlicl 
Spuren in der griechischen, ja in der spätem Mathemäti 
überhaupt, hinterlassen haben, dass sie es verdienen zi 
sammengestellt zu werden. Dadurch wird man die Grün« 
läge für die folgenden Arbeiten am Schlüsse desselbe 
Jahrhunderts erhalten und zugleich erreichen, deren Zwec 
richtig zu verstehen, und dabei wird auch die Gestal 
die man, namentlich im folgenden Jahrhundert, der Math 
matik gab, ihre Erklärung finden. 

Nach dem Bericht des Eudemus haben die Pyth 
goreer zunächst «die Geometrie zu einer wirklich^ 
Wissenschaft erhoben, indem Pythagoras ihre Grua- 
läge von einem höheren Gesichtspunkte aus betrachte 
und ihre Lehrsätze mehr immateriell und intellektuell c 
forschte. Er hat ferner die irrationalen Grössen entdecl 
und die Konstruktion der kosmischen Figuren (der reg' 
lären Polyeder).» Zu den specielleren Nachrichten, 4 
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^^r anderen Schriftstellern verdanken, gehört — ausser 
einigen mehr philosophischen als mathematischen Defini- 
tionen von Punkt, Linie, Fläche und Körper — auch 
die, dass die Pjrthagoreer die Winkelsumme des Dreiecks 
kannten und die Einteilung der Ebene in (wahrscheinlich 
i'öguläre) Polygone, von denen um einen Punkt herum 6 
Dreiecke oder 4 Vierecke oder 3 Sechsecke liegen konn- 
ten. Sie sollen die sogenannte Flächenanlegung er- 
^nden haben, worunter man, wie wir sehen werden, die 
Auflösung quadratischer Gleichungen in geometrischer 
I*^orm verstand, und die bekannte Konstruktion eines 
Polygons, das einem gegebenen gleich und einem anderen 
ähnlich ist. Von einem Pythagoreer wird erzählt, dass er 
sich des Verbrechens gegen die Schule schuldig machte, 
*den Satz von 12 Fünfecken in einer Kugel» zu verraten. 
■E^ndlich kann angeführt werden, dass als pythagoreisches 
Zeichen das sogenannte Pentagramm angegeben wird, ein 
^^gelmässiges Sternfünfeck, dessen Seiten in dem umbe- 
schriebenen Kreise Sehnen zu Bogen von der Grösse -— 

5 

Sind. Während einzelne Fälle des Satzes, der noch heu- 
^^gen Tages der pythagoreische genannt wird, gewiss schon 
™lier bekannt gewesen sind, wird der allgemeine Satz 
den Pythagoreern zugeschrieben; ferner eine von den Re- 
gdn, nach denen man rationale Zahlen für die Seiten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks bilden kann, nämlich die 

^2 i a^ 4- 1 

Zahlen a, — - — und — ~ — , worin a eine ungerade Zahl 

bedeutet, während die Zahlen a, l—j — 1 und( — ) + 1, 

worin a eine gerade Zahl bedeutet, dem Plato zugeschrieben 
werden. Es wird berichtet, dass die Pythagoreer die drei 
Proportionen kannten, nämlieh die arithmetische, die 
geometrische und die harmonische, ferner die Dreiecks- 



«I* 
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zahlen, d. h. die Summen der ersten Zahlen der n^^ 
liehen Zahlenreihe, und dass sie sieh überhaupt mit Di^ 
renzreihen beschäftigten. Endlieh wird berichtet, d^ 
Pythagoras die Zahl zum Princip aller Dinge gema<^ 
habe, und dass die Pythagoreer sich mit Untersuchung' 
über gewisse ganze Zahlen beschäftigt haben, wie «l 
freundete Zahlen», von denen die eine gleich der SunH^ 
der Faktoren der anderen ist, und «vollkommene Zahle ti 
die gleich der Summe ihrer eigenen Faktoren sind (y 
6 = 1 + 2 + 3). Endlich soll Pythagoras Arithmel 
und Musik mit der Geometrie in Verbindung gebrac 
haben. 

Wir werden ausführlicher über mehrere von diee 
Gegenständen und ihre Bedeutung für die griechisc 
Mathematik sprechen, wollen aber erst kurz den Zusa 
menhang zwischen ihnen nachweisen und die gute Üb 
einstimmung zwischen den Angaben, die aus Quellen v 
verschiedenem Werte stammen. 

Zunächst sei auf das Bestreben hingewiesen, die i 
griffe Punkt, Linie u. s. w. klar von einander zu seh« 
den. Es ergiebt sich auch, dass man bereits im Besit 
des Winkelbegriffs war. Hiervon hat man Anwendui 
gemacht sowohl bei der Teilung der Ebene als bei A 
Untersuchung darüber, welche regulären Polyeder übe 
haupt möglich wären. Sicherlich war viel Arbeit zu 1^ 
sten, bevor man zu einer so vollkommenen Bestimmut 
und Konstruktion auch vom Dodekaeder und Ikosaed 
gelangte wie die ist, die wir bei Euklid finden; aber i* 
erste Schritt hierzu, die Konstruktion des regelmässig^ 
Fünfecks, war gemacht, und man war sichtlich stolz A0 
auf, soweit gekommen zu sein. In der Konstruktion i 
Fünfecks- oder Zehnecksseite haben wir bereits dasjenii 
Beispiel für die geometrische Auflösung einer Gl6 

^g zweiten Grades, welches die grösste Rolle b 
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Euklid spielt. Dass die Pythagoreer i 
diesem einea Falle nicht stehen geblieben sind, geht nicht 
nur aua der allgemeinen Erwähnung der Flächenanlegung 
hervor, sondern a,uch aus der besonderen Erwähnung des 
'ür dieee Untersuchungen, wie wir sehen A'erden, so be- 
tleutungvoUen pythagoreischen Lehrsatzes imd einer 
JiJür eben so wichtigen Konstruktion. Daran hat sieh 
<lenn auch die Entdeckung angeschlossen, dass Gleichun- 
g™ zweiten Grades Veranlassung gaben zu inkommen- 
anrablen, numerische Gleichungen zu irrationalen Grös- 
mh (worunter wir beständig solche verstehen wollen, die 
iBit der gebrauchten Einheit inkommensurabel sind). 
"Gnu auch ein Teil ihrer zahlentheoretiechen Untereu- 
chungen eine Fortsetzung der Zahlenmyatik der Babylonier 
Seesen sein mag, so ging doch ein anderer Teil darauf 
^^^ Bolche quadratische Gleichungen zu bilden, bei denen 
"■ic Irrationalität vermieden wird. 

Bei allgemeinen Untersuchungen lassen sich irratio- 
nale Gri>BBen nun einmal nicht vermeiden. Dadurch 
"orden aber die bis dahin benutzten mathematischen Be- 
Srändungen unzuverlässig, und es ist das grosse Verdienst 
ow Pythagoreer hierauf aufmerksam geworden zu sein. 
™m kaimte nämlich wohl Proportionen und hat sie 
wahrscheinlich in der einen odir anderen Form schon 
"^h angewandt; aber vor Eudoxus' Zeit konnte hierbei 
'^'^ die Rede sein von Gleichheit der Verhältnisse zwischen 
6*"2eE Zahlen, oder von der Gleichheit solcher Verhält- 
lUBse mit den VerhäUnissen zwischen geometrischen Grössen, 
™ folglich kommensurabel sein mussten. Man benutzte 
^6 einfachen Rechnungsarten, z. B. die Multiplikation, 
^sste edenso wie die Ägypter, dass z. B. ein Recht- 
wenn die Flächeneinheit das Qiiadrat über der 
'geneinheit ist, gleich dem Pi'odukte der Seiten wird; 
aber die Öeiten inkommensurabel sind, so wird nicht 
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nur der Beweis durch Einteilung in Quadrate unbrauc^^^^' 
bar, sondern der Satz selbst wird sinnlos, da es d^^^ 
beim gewöhnlichen Rechnen gebildeten Begriffe eines P^:*^' 
duktes widerstreitet, wenn die Faktoren irrationale Z^^^' 
len sind. 

Diese Schwierigkeit war es, die die Pythagoreer ur:^ 
mit ihnen die folgenden griechischen Mathematiker üb^^^' 
wanden durch geometrische Darstellung der a^^ 



gemeinen Grösse. Im ersten Augenblick kann es alle^ ^' 
dings so aussehen, als ob hiermit nur wenig gewonnc^^^'^ 
sei, da eine beliebig gezeichnete Strecke ebensowohl eii 
bestimmte Grösse hat wie eine beliebig gewählte Zahl 
Die gezeichnete Figur dient jedoch nur dazu die Figu^ ^ 
festzuhalten, die beschrieben wird, und in dieser könnei^^^ 
die Grössen alle die Werte annehmen, die zu der Beschrei 
bung stimmen. Die Darstellung einer Grösse durch di^^^ 
Länge einer Strecke kann dadurch, ebenso wie die in deir:^^ 
Algebra gebräuchliche Darstellung durch einen Buchstabens*^ 
auf kontinuierlich variierende Grössen angewandt werden. 
Die Griechen wussten allerdings ebensowenig etwas von 
negativen wie von imaginären Grössen; aber das Bedürf- 
nis nach den ersteren wird dadurch etwas verringert, dass 
die Variationen der Figur teilweise dieselben Verallgemeine- 
rungen darbieten können, die wir nun durch Benutzung 
negativer Grössen erreichen. 

Aus diesen Bemerkungen lässt sich erkennen, dass 
die Operationen mit den geometrisch dargestellten Grössen 
eine ähnliche Rolle spielen wie unsere algebraischen Ope- 
rationen. Wir wollen deshalb die Lehre von diesen geo- 
metrischen Operationen die geometrische Algebra 
nennen. Diese soll hier so dargestellt werden, wie wir 
sie kennen teils aus dem zweiten Buche von Euklids 
Elementen, teils aus der Anwendung, die überall von ihr 
in der griechischen Mathematik gemacht wird, namentlich 
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^^» ^^o man jetzt Gleichungen zweiten Grades benutzt. 
SowoM bei Euklid als auch bei anderen liegt die geo- 
ttietrische Algebra so vielen Dingen zu Grunde, dass sich 
auch hieraus ein Beweis ergiebt für das hohe Alter, das 
wir ihr in Übereinstimmung mit dem Bericht über die 
^^kanntschaft der Pythagoreer mit der Flächenanlegung 
l>eilegen. Ihre Anwendbarkeit auf beliebige Grössen, irra- 
tionale sowohl wie rationale, und ihre hieraus folgende 
abstrakte Natur stimmt gut zu der Äusserung des Eude- 
'^Us über Pythagoras' immaterielle Behandlung der 
öeometrie. 

Es ist jedoch wohl mögüeh, dass diese abstrakte 
^^tur nicht von vornherein so bewusst und ausgeprägt 
&® Wesen ist, wie sie es zu Eudemus' Zeit geworden war 
^^d bei Euklid 'ist. Im Gegenteil ist es natürlich und 
W'olil übereinstimmend mit den Berichten über die Ver- 
«^i^tipfung von Geometrie und Arithmetik durch die Py- 
tlxagoreer, wenn man annimmt, dass die entsprechende 
geometrische Behandlung ganzer Zahlen, die bei Euklid 
zvxtn Teil als eine Anwendung der allgemeineren geometri- 
schen Algebra auftritt, vorangegangen ist. In den nahe- 
liegenden geometrischen Darstellungen von Eigenschaften 
ganzer Zahlen, mit denen man begonnen hat, hat man 
^^Hn eine Darstellungsform gehabt, die von selbst ebenso 
^^icht auf allgemeine kontinuierliche Grössen anwendbar 
^^r. Dessen ist man sich jedoch nur erst ganz allmäh- 
^ch bewusst geworden. Aus diesem Grunde wollen wir 
^^erst reden über die geometrische Arithmetik der 
Griechen als Einleitung zu ihrer geometrischen Algebra. 
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3. Die geometrische Arithmetik. 

In unseren Lehrbüchern findet man durchgehen 
einen geometrischen Beweis für den Satz, dass in eine 
Produkte von ganzen Zahlen die Reihenfolge der Faktor 
beliebig ist. Dieser besteht darin, dass man die Einheit 
oder die Punkte, die diese darstellen, in Form eir 
Rechtecks hinschreibt. Jede horizontale Reihe enthi 
die Einheiten des Multiplikanden, und die Anzahl c 
Reihen ist der Multiplikator. Die Veilauschung der hc 
zontalen Reihen mit den vertikalen ergiebt dann die V 
tauschbarkeit der Faktoren. Benutzt man statt der E 
heiten kleine Quadrate mit der Seite 1, so hat man glei« 
zeitig den geometrischen Satz bewiesen, dass die Gr5 
eines Rechtecks durch das Produkt der Seiten ausgedrü- 
wird. Unterlässt man dagegen eine bestimmte Eint 
zu wählen, so erhält man, wenn die Seiten kommen 
rabel sind, den Satz, dass zwei Rechtecke sich wie 
Produkte ihrer* Seiten verhalten. 

Von dieser Darstellung rührt die bei den Griecl 
allgemein gebräuchliche Benennung ebene Zahlen " 
für solche, die aus zwei Faktoren zusammengesetzt si: 
also eine rechteckige Fläche bilden, und die noch j< 
gebräuchliche Quadratzahl. Ebene Zahlen heissen äl 
lieh, wenn ihre Faktoren proportional sind; sie verbal 
sich dann wie zwei Quadratzahlen. 

Aus dem Quadrat, das eine gewisse Quadratzahl ( 
darstellt, erhält man die nächste (/i-f-l)^> indem n 
längs den beiden Seiten 2/i neue kleine Quadrate 1 
und noch eins in den dadurch entstehenden einspring 
den Winkel. Diese ganze Ergänzungsfigur, sowie im < 
gemeinen eine Figur, die die Differenz zwischen zwei I 
sr>'^''*""°'*.h ähnlichen Figuren mit einem Eckpunkt j, 



3. Die geometrische Arithmetik. 



41 



Ä.tinlichkeit8punkt darstellt, heisst ein Gnomon. Im vor- 
liegenden Falle ist dieser 2n+ 1- Man findet auf diese 
Weise, dass die Quadratzahlen sich als Summen der ersten 
ungeraden Zahlen bilden lassen. Lässt man 2 n + 1 selbst 
eitle Quadratzahl sein, so erhält man diejenige Bestim- 
taxing der rationalen Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks, 
oder diejenige Lösung der unbestimmten Gleichung 



X 



2 



+ y 



2 



m ganzen Zahlen, die(S. 35) dem Py thagoras zugeschrieben 
^^Urde. Diejenige, welche Plato zugeschrieben wurde, er- 
hält man dadurch, dass man dem Gnomon die Breite 2 giebt. 
Wenn man dem Gnomon eine beliebige Breite giebt, 
so erhält man die allgemeinste Lösung der eben genann- 
^^1^ Gleichung in ganzen Zahlen. Um dies zu erreichen, 
benutzt Euklid im Isten Hiüfssatze zu Satz 28 des lOten 
^^ches eine Umformung, die in unserer algebraischen 
^Pi'ache am nächsten einer Einführung der neuen Unbe- 
^^a-nnten Z'\-x = u, z — x = v (d.h. Breite des Gnomons 
^*= 'd) entsprechen wür- 
de; uomuss dann gleich A C ß D 

eiivetn Quadrat ^2 g^in. 

Udq uns enger an Eu- ^ \ 1 \M 

klied anzuschliessen, 
i&f sich in diesem 
Falle auf die in sei- 
nem 2ten Buche ent- 
wickelte geometrische 

Algebra stützen kann, wollen wir aus dieser bereits hier 
den 6ten Satz des 2ten Buches, zu dem wir bald gelangen 
werden, anführen. Dieser sagt aus (vergl. im Folgenden 
S. 48), dass, wenn C Mittelpunkt der Strecke A B, D ein 
Punkt ihrer Verlängerung ist, 

AD.BD=CD^ — CB^, 
(d. h. mit den oben benutzten Zeichen: uv'=z^ — «^V 
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Sollen hier alle Strecken ganze Zahlen darstellen, so 
müssen zunächst A D (= u) und BD (= v) beide entweder 
gerade oder beide ungerade Zahlen sein, damit AB=2 C^ 
(oder u — v = 2x) gerade werden kann. Die notwendige 
und ausreichende Bedingung dafür, dass der Gnomon. 
AD, BD eine Quadratzahl wird, ist demnächst die, dass^ 
A D und B D ähnliche Zahlen darstellen, oder in unserer 
Sprache, dass AD^am'^^ B D= an^, also 

z= CD = a , x= CB=a , y = a. mn. 

Aus einer solchen Darstellung von Zahlen durch 
Rechtecke und Quadrate hat sich, wie wir sehen werden, 
die Grundlage für die geometrische Algebra entwickelt; 
aber die geometrische Arithmetik hat auch andere Figuren 
benutzt. Wir haben gesehen, dass den Pythagoreern 
die Kenntnis der Dreieckszahlen zugeschrieben wurde. 
Unter diesen versteht man Summen der ersten Zahlen 
der natürlichen Zahlenreihe, und zwar setzt man die 
Einer der einzelnen Zahlen als Reihen von Punkten unter- 
einander, so dass sie ein Dreieck bilden. Man sieht leicht, 
wie diese Darstellung sich zu einer wirklichen Berechnung 
hat benutzen lassen. Man brauchte nämlich nur ein 
zweites kongruentes, aus Punkten gebildetes Dreieck so 
an das erste zu legen, dass beide zusammen ein Parallelo- 
gram bildeten. Da nun in jeder Reihe gleich viele Punkte 
liegen (ti + 1 bei n Reihen von Zahlen), so wird die An- 
zahl aller Punkte des Parallelogramms, also das Doppelte 
der Dreieckszahl, n (n + !)• Man sieht, dass dieses Ver- 
fahren ganz dasselbe ist wie das algebraische, bei dem 
man die arithmetische Reihe in umgekehrter Ordnung 
zu sich selbst addiert. 

Da die Einheit, die in dieser Reihe die Differenz ist, 
willkürlich gewählt werden kann, und da ein konstanter 
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.Vddeiid in jedem Gliede nur ein Produkt giebt, day zur 
i-wnae liiiiKugefügt werden soll, so hat man nun leicht 
'ine beliebige arithmetiache Reihe summieren 

lii>nnen. Übrigens kann man die ^ ^ i ^ 

Differenz auch wie in der neben- 

-lüheuden Figur als eine Strecke i 1 1. ^ 1 

il'tfagen, die unmittelbar eine be- 

■'■l'ige Grösse bezeichnet. Aus einer ' ' '' "^ "* 

"fitergehenden Untersuchung von arithmetischen Reihen, 
dieÄrchimedes in seiner Schrift über die Spiralen vor- 
fflamit, ergiebt sich, dass die Summation auf die an- 
cedentete Weise vorgeuommen worden ist. 

Indem wir uns zurückwenden zur Darstellung der 
l-iiier durch Punkte, wollen wir noch ein, namentlich 
Jai'ch NikomachuB bekanntes, Mittel erwähnen zur geo- 
■fittrischen Darstellung arithmetischer Reihen mit dem 
^Wigsglied l und einer beliebigen ganzen Zahl {n — 2) 
™ Diflei'enz. Dieses besteht in der Anwendung der so- 
BBüanaten Polygonalzahlen («-eckszahlen). Man trägt das 
"fsite Glied {n — 1) dm-ch Punkte ab, die mit einem 
^en Punkte ein n-eck bilden. Für den festen Punkt 
*» ÄhiiUchkeitspunkt wird dieses Vieleck zu einer Reihe 
'■uiliolier n-ecke ergänzt durch eiue Reihe von Gnomonen, 
i'm denen jeder ein Glied der Reihe dai'Stellt. Für n^4 
'''"alt man die Viereckszahlen, oder, da die Gestalt des 
letecks gleichgültig ist, die oben genannten Quadrat- 
«hlen. 

Die hier erwälinte geometrische Arithmetik hat man 
'""'ti aui' den Raum ausgedehnt. Räumliche Zahleu 
"'"'i solche, die durch ein Parallelepipedon dargestellt 
"'•rden, also Produkte aus 3 Faktoren. Sind diese gleich 
man Kubikzahlen. Bei zwei ähnlichen 
Zahlen sind die Faktoren proportional; ibi' 
Bt also gleich dem zwischen zwei Kubikzahlen. 
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Eine Pyramidal zahl ist die Summe einer Reihe v 
n-eekszahlen, anfangend mit 1. Die Vielecke denkt m 
sich über einander gelegt, so dass sie eine Pyrami 
(einen Kugelhaufen) bilden. 



4. Die geometrische Algebra. 

Eine allgemeine, rationale oder irrationale Grö 
lässt sich erstens durch die Länge einer (geradünig 
Strecke darstellen. Addition und Subtraktion der in die 
Weise dargestellten Grössen findet statt durch Abtrag 
der einen Strecke auf der anderen oder auf ihrer V 
längerung. Ein Beispiel für die wirkliche Benutzung die 
Darstellung haben wir soeben gehabt in der Summati 
arithmetischer Reihen, die wir bei Archimedes kenr 
lernten. Sie lässt sich überhaupt benutzen zur Verj 
schaulichung von Gleichungen ersten Grades mit ganz 
Koefficienten — oder nur mit rationalen, da sich dv 
zu ganzen machen lassen. 

Multiplikation von zwei allgemeinen Grössen 1 
nach ihrer unmittelbaren Bedeutung keinen Sinn. M 
half sich indessen dadurch, dass man die geometrißc 
Darstellung eines Produktes von zwei ganzen Zahlen, < 
wir bereits kennen gelernt haben, auf allgemeine Grösfi 
übertrug. Jedoch erweiterte man nicht, wie in der n 
dernen Mathematik, die arithmetischen Begriffe Multil 
kation und Produkt, sondern statt von einem P: 
dukte der allgemeinen Grössen sprach man von d< 
Rechteck aus den beiden Strecken, die die Faktoren d 
stellen, und mit diesem Rechteck nahm man die Ope 
tionen vor. Als Anleitung für die Behandlung koni 
man indessen, wegen der hiermit gleichartigen Darstelle 
"vr^^ wirklichen Produkten ganzer Zahlen, beständig ' 
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aritlimetische Behandlung dieser benutzen. Es kann des- 
lialb nicht irreführend sein, wenn ich im Folgenden mit 
cib und a^ das Rechteck aus a und h und das Quadrat 
über a bezeichne. 

Auf diese Weise hat man eine zweite geometrische 
I^arstellung von Grössen erhalten, nämlich als Flächen, 
vorläufig von Rechtecken und Quadraten. Um sie addieren 
^nd subtrahieren zu können, musste man ihnen eine ge- 
Dcieinschaftliche öeite verschaffen, und zwar musste dies 
ohne Benutzung der Lehre von den Proportionen geschehen^ 
denn diejenige, die man im öten Jahrhundert besass, war 
^^ den ausschliesslichen Gebrauch von kommensurablen 
öi'össen gegründet. Die Einführung einer neuen Seite in 
^^^ Rechteck wurde mit Hülfe des folgenden Satzes vor- 
genommen. Ein Rechteck wird durch Parallelen zu den 
^iten, die durch einen Punkt derselben Diagonale gehen, 
^^ vier Rechtecke geteilt, von denen die beiden, durch 
"^^Iche die Diagonale nicht geht, gleich sind (vergl. im 
folgenden die Figuren auf S. 46 — 48, wo man sich dann 
im gegenwärtigen Zusammenhange die Quadrate mit Recht- 
ecken vertauscht denken muss). Ist das eine von diesen 
das gegebene, so ist es leicht, dem anderen eine gegebene 
Seite zu geben. Diese Konstruktion, welche der Division 
entspricht, ebenso wie die Konstruktion eines Rechtecks 
aus gegebenen Seiten der Multiplikation, hat den beson- 
deren Namen Flächenanlegung (nagaßoX^) erhalten, oder 
einfache Flächenanlegung im Gegensatze zu der später 
folgenden elliptischen und hyperbolischen Flächenanlegung. 
Die hierfür benutzte Figur findet, wie wir bald sehen wer 
den, auch andere wichtige Anwendungen. Derjenige Teil 
der Figur, der aus den beiden gleich grossen Rechtecken 
und einem der beiden anderen besteht (z. B. C BEM in 
der Figur auf S. 47) heisst hier wie in der geometrischen 
Arithmetik Gnomon. 
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Der hier angeführte Satz findet sich, und zwar auf 
die angegebene Weise angewandt, bei Euklid I, 43 — 44, 
wo er jedoch in einer etwas allgemeineren Form auftritt, 
insofern die Rechtecke mit Parallelogrammen von gleich 
grossen Winkeln vertauscht sind. In Euklids 2tem 
Buche wird dagegen mit Rechtecken operiert. EXne Auf- 
klärung über den Gebrauch, den man, gemäss den Mit- 
teilungen über die Bekanntschaft der Pythagoreer mit 
Flächenanlegung, von den Sätzen dieses Buches lange vor 
Euklid gemacht haben muss, müssen wir indessen in 
seinem 6ten Buche suchen, wo die Anwendungen jedoch 
in einer verallgemeinerten Form vorkommen, die erst von 
Euklid oder seinen nächsten Vorgängern berührt^. 

Ein Rechteck, dessen Seiten selbst Summen sind, 
wird die Summe aller der Rechtecke, die ein Glied in 
jeder der gegebenen Summen zu Seiten haben. An Stelle 
der modernen Formel 

{a-^-b)^=a^ +b^ + 2ab 

trat die nebenstehende Figur (Euklid II, 4): 



o^ 



■}^ 



A' 



a\' 



ab 



/ 



kL 



* nie Bedeutung der Verallgemeinerung wird in unserem 16ten 
erklärt werden. 
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Die Aufgabe, die man jetzt durch die Gleichung 



ax 



X' 



b^ 



(1) 



K 



N 



D B 



M 



darstellen würde, drückten die Alten f olgendermassen aus : 
An eine gegebene Strecke Aß (= a) ein Rechteck 
AM gleich einem gegebenen Quadrat {b^) so an- 
zulegen, dass das (am Rechteck ax über AB) feh- 
lende Flächenstück ein 
Quadrat (BJI/=a?^) wird. 
Diese Konstruktion, welche 
die elliptische Flächen- 
anlegung (von MXkeixpig, 
der Mangel, das Auslassen) 
genannt wird, ergiebt sich, 

wenn man die Figur, durch welche die Aufgabe gelöst 
wird, auf die vorhergehende zurückführt. Ist nämlich 
C die Mitte von AB^ und legt man das Rechteck CK 
an die Seite DB (als DE\ so sieht man, dass das Recht- 
eck AM gleich einem Gnomon wird, nämlich gleich der 
Differenz der Quadrate über BC und CD, oder in der 
Sprache unserer Algebra, dass 

** = « ^ - *' = (iy-(i- ^) '• 



a 



Da nun h und CB = — bekannt sind, so kann man 

CD = jr — a? durch den pythagoreischen Lehrsatz finden, 

und dadurch x. 

Dass man die Aufgabe etwa in dieser Weise ge)«^ 
hat, lässt sich aus Euklid VI, 28 schliessen, wo 
doch in einer allgemeineren Form vorkomT"'^ 
benutzte Umformung ist aber schon bew 
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II, 5, wo gesagt wird, dass, wenn C die Mitte und D 
einen anderen Punkt von A B bedeutet, 

ist. 

Dieser Satz giebt unmittelbar die Lösung derselben, 
aber in anderer Form ausgedrückten, Aufgabe, nämlich: 
Teile eine gegebene Strecke AB in zwei Ab- 
schnitte, die ein Rechteck von gegebenem Inhalt 
bilden (diesen Inhalt müssen wir uns jedoch vorläufig, 
um den pjrthagoreischen Lehrsatz anwenden zu können, 
in Form eines Quadrates ft^ gegeben denken). Aus Eu- 
klids Data 85 können wir sehen, dass die Alten die 
Aufgabe auch in dieser Gestalt gekannt haben, in der 
sie die geometrische Form für die Aufgabe ist, zwei 
Grössen zu bestimmen, deren Summe und Produkt ge- 
geben ist. Der Übelstand, der mit der zuerst angeführten 
Darstellung der Aufgabe in Form einer elliptischen Flä- 
chenanlegung verbunden war, dass nämlich die Alten ge- 
wöhnlich nur die eine Lösung der Gleichung (1) mitteilen, 
fiel hierbei von selbst fort. 

Auf ganz dieselbe Weise giebt Euklid in 11, 6 eine 
(in VI, 29 einbegriffene) Lösung der Gleichung 

aa?-f a?2 = ^>2, (2) 

die die Alten folgendermassen ausdrücken: An eine 

gegebene Strecke 
i r BD ^iB(=a) ein Recht- 

eck A M gleich 
einem gegebenen 
Quadrat(&2)so anzu- 
legen, dass das (über 
das Rechteck ax über 
A B) überschies- 
sende Flächen- 
stück BM ein Quadrat (b^) wird. Diese Konstruktion 
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heisst die hyperbolische Flächenanlegung (von vjre^- 
ßoXrjj Überschuss). Ist die Aufgabe gelöst, und bedeutet 
C die Mitte von A B, so wird das Rechteck A M dadurch 
in einen Gnomon verwandelt, dass das Rechteck über 
A C in die Lage GM gebracht wird. Man findet hier, 
wo Z) ein Punkt der Verlängerung von A B ist, dass 

AD.BD=CD^ — CB'^, 

Diese geometrische Umformung stimmt überein mit 
der algebraischen, durch die man jetzt die Gleichung (2) 
löst, nämlich 

CZ>f= — +3e) lässt sich dann mit Hülfe des pythago- 
reischen Lehrsatzes bestimmen. 

Euklids Satz II, 6 enthält unmittelbar die Lösung 
derselben Aufgabe in einer anderen Form, nämlich der- 
jenigen, zwei Strecken {ADxmA BD) zu bestimmen, 
deren Differenz und deren Rechteck (gleich dem 
Quadrat h^) gegeben sind, und diese ist wieder die 
geometrische Form für folgende: zwei Grössen zu bestim- 
men, deren DifiEerenz und Produkt gegeben ist. Da die 
Aufgabe auch in dieser zweiten Form bei den Alten vor- 
kam (vergl. Euklids Data 84), so ist es ohne Bedeutung, 
dass sich bei - ihnen keine Form findet, deren Wortlaut 
ebenso unmittelbar die Gleichung 

x^—ax = h'^ (3) 

wiedergiebt, wie die Flächenanlegungen die Gleichungen 
(1) und (2). Ob wir in unserer algebraischen Sprache 
die Gleichung (2) oder (3) erhalten, beruht uäml\ß,\\ wwt 

4 
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darauf, ob wir in unserer modernen Umschreibung von 
Euklid n, 6 

BD = x oder AD = x 1^ 

setzen. 

Wir sehen also, dass die Alten alle Formen der 
Gleichung zweiten Grades behandelt haben, die positiv^ 
Wurzeln ergeben, und von anderen konnte nicht die Rede 
sein, da negative Grössen ein unbekannter Begrifi wareii 
(sonst hätten sich II, 5 und 11, 6 zu einem Satze vereinig^^^ 
lassen). Wegen der hier mitgeteilten geometrischen L#ö- 
sung setzten wir jedoch voraus, dass das gegebene Glied, 
das der Homogenität wegen in jedem Falle eine Fläcb^ 
sein musste, in Form eines Quadrates gegeben wäre, uno 
die Lösung wurde dann durch den sogenannten pythö.- 
goreischen Lehrsatz bewerkstelligt. Dieser, von welchert» 
wenigstens spezielle Fälle den Ägyptern bereits bekano* 
waren, wird dem Pythagoras zugeschrieben, ohne daBß 
man jedoch etwas darüber weiss, wie er ihn bewiesö^^ 
hat. Der Beweis kann möglicherweise durch Benutzung 
ähnlicher Dreiecke geführt worden sein, kann also nai* 
der damals bekannten Lehre von den Proportionen ni^^ 
exakt gewesen sein, wenn die Seiten kommensurabel wareX^^ 
denn die Einführung der allgemein gültigen geometrisch^^ 
Begründungen hatte damals soeben begonnen, und 4^^ 
allgemein gültige Beweis bei Euklid (I, 47) soll, W^^ 
ausdrücklich bemerkt wird, von ihm selbst herrühr^^' 
Da Euklid beweist, dass das Quadrat über einer Kath©*^ 
gleich dem Rechteck aus ihrer Projektion auf die Hypofc^* 
nuse und der ganzen Hypotenuse ist, so liegt es niel^'' 
fem anzunehmen, dass für den älteren Beweis, den ^^ 
ersetzen will, die ihm entsprechenden Sätze über mittle^ 
Proportionalen benutzt worden sind. 

Was dennächst die Verwandlung einer Figur in e^^ 
Quadrat betrifft, die entweder benutzt worden sein mu6ö» 
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um den Gleichungen die hier angenommene Form zti 
gebeu, oder um ohne Benutzung dea pythagoreischen 
Lehreatzes die Grftaee zu konstruieren, die bei der mo- 
dernen Lösung durch eine Quadratwurzel dargestellt wird, 
so -wird den Pythagoreern ftuadrüeklich die Kenntnis der 
Aufgabe zugeschrieben: eine Figur zu konstruieren, die 
einer gegebenen gleich und einer zweiten ähnhch ist. 
Jedenfalls kann hierbei nur von geradlinigen Figm'en die 
Rede gewesen sein, und in dem speciellen Falle, mit dem 
wir hier zu thun haben, ist die zweite Figur ein Quadrat. 
IJie allgemeinere Form der Aufgabe ist diejenige, welche 
bei Euklid VI, 25 vorkommt, wo sie für Euklids ver- 
allgemeinerte Flächenanlegung benutzt werden soll. Wenn 
nun ein späterer Berichterstatter den Pythagoreern die 
Lösung der Aufgabe in dieser Form zugeschrieben bat, 
K) hat er damit zu erkennen geben wollen, dass sie im 
Beaitze der für Flächenanlegung notwendigen Voraus- 
setzungen waren; für die einfache Flächen an legung ist 
iiber nur die Verwandlung in ein Quadrat erforderlich. 

Die Verwandlung einer geradlinigen Figur in ein 
Rechteck Imt keine besonderen Beschwerden verursacht. 
Wie man demnächst ein Rechteck hat in ein Quadrat 
verwandeln können ohne sich durch Benutzung dea Be- 
griffes mittlere Proportionale auf die vor Eudoxus un- 
'ollatändige Lehre von den Proportionen zu stützen, das 
ersieht man aus Euklid, der sich in II, 14 nur auf die 
Kfiometrische Algebra atüzt. Die Konstruktion beruht 
"ißilieh auf dem eben erwähnten Satze II, 5 (oder 6), 
"ach dem ein Rechteck dargestellt wird als Differenz 
'^''^achen zwei Quadraten ; danach läast sich die Seite dea 
*^ßOi Rechteck gleichen Quadrates mit Hülfe des pytha- 
^'^reischen Lehrsatzes konstiiiieren. Die Umformung ent- 
äpticbt der Gleichung 
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X 



=-=(4^)'-(^r- 



Diese Umformung enthält die Lösung der rein quadra- 
tischen Gleichung. 

Eine bestimmte geometrische Anwendung der Flächen- 
anlegung wird den Pythagoreern zugeschrieben, nämlich 
die Konstruktion der Seite des regelmässigen Fünfecks 
(und Zehnecks). Diese hängt bekanntlich ab von der 
Gleichung 

a?2 i^ a (a — a?), 

die sich umformen lässt in 

diese Gleichung wird durch hyperbolische Flächenanlegung 
gelöst. In II, 11 benutzt Euklid genau dieselbe 0^^' 
formung der Gleichung in geometrischer Form für ^^ 
Lösung der genannten Aufgabe. 

Die Sätze 11, 5 und 6 werden nicht ausschliessli^ 
für die Auflösung von Gleichungen zweiten Grades benu'^^*^ 
Wir haben bereits (S. 41) eine arithmetische Anwend'd^^ 
erwähnt, die Euklid davon im lOten Buche macht, xx^*^ 
soeben haben wir besprochen, wie sich die Benutzung ^^ 
mittleren Proportionale auf diesem Wege vermeiden lä^^ 
Ein anderes Beispiel dafür, dass die geometrische Algel>^' 
die Benutzung von Proportionen überflüssig macht, fio^^ 
sich in Euklids Beweisen in III, 35—37 für die S'^^f' 
über die Potenz eines Punktes mit Bezug auf einen Kr^^^ 
Die Sätze II, 5 und 6 sagten aus (vergl. die Figuren ^ 
47, 48), unter der Voraussetzung dass C die Mitte v<^^ 
A B und D ein Punkt auf A B oder ihrer Verlängerung 
ist, dass 

A D , D B= + {C B'^ — C D'^). 
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nun A und B die Schnittpunkte mit einem Kreise, 
een Mittelpunkt O, so erhält man durch den pytha- 
goreischen Lehrsatz, dass 

C B^ — C D^ = O B^ — O D^, 
^^^Tx<i damit sind die Potenzsätze bewiesen. 

Die Elemente der geometrischen Algebra, die hier 

^a-x-gestellt sind, umfassen indessen namentlich die Behand- 

-*^^^i::i^ der Gleichungen zweiten Grades, also gerade das 

^^fciet, auf dem sich wegen des Auftretens der irrationalen 

^^^össen die Notwendigkeit einer anderen Darstellung als 

^"*^x*<;h Zahlen fühlbar gemacht hatte. Bei dieser ßehand- 

^^^■^^ konnte man sich mit der Benutzung von Rechtecken 

^-"^^■^cJ Quadraten begnügen, sofern nicht bereits eine schon 

^^S^bene Grösse durch die Fläche einer anderen Figur 

^^.x-gestellt war. Während der weiteren Entwickelung der 

^^^^metrischen Algebra und ihrer Anwendung — nament- 

^^Ix auf die Lehre von den Kegelschnitten — wurde sie 

•^^^och so erweitert, dass auch andere Figuren zur Dar- 

*^^^llung derjenigen Grössen dienten, mit denen operiert 

^^'^xde. Es ist indessen klar, dass die geometrische Alge- 

^^^. ausschliesslich in ihrer Anwendung auf Rechtecke 

^^^ — da man in der geometrischen Algebra niemals 

^^stimmte Einheiten einführt, also mit homogenen Glei- 

^tixujjgen operiert — Parallelogramme die geometrische 

'^^^thmetik mit einbegreift; denn nur dann können die 

^^Xikte, die in der Arithmetik die Einer darstellen, mit 

^^adraten von gleicher Grösse oder mit kongruenten 

"^^allelogrammen vertauscht werden. Die Dreieckszahlen 

^* -B. haben nichts mit dem Flächeninhalt des Dreiecks 

^^ thim, ein Missverständnis, das später die römischen 

^^udmesser dahin gebracht hat, die Formel — — zur 

^rechnung des Inhaltes eines gleichseitigen Dreiecks mit 
^^r Seite a zu benutzen. 
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5. Numerische quadratische Gleichungen; 
Ausziehen der Quadratwurzel. 

Aus der Übereinstimmung zwischen der geometrischen 
Algebra und der geometrischen Arithmetik, angewandt 
auf Rechtecke, geht hervor, dass es von vornherein sehr 
nahe gelegen hat, die gefundene allgemeine Lösung der 
quadratischen Gleichungen auf das Gebiet numerisch ge- 
gebener Gleichungen zu übertragen. Hier begegnete man 
indessen dem Übelstand, dass die Wurzeln im allgemeinen 
irrational wurden. Dass man nach Beispielen gesucht 
hat, bei denen dies vermieden wurde, ergiebt sich aus 
den Bestrebungen solche unbestimmte Gleichungen wie 
x^-\-y^=z^ 2u lösen. In den Aufgaben, welche die 
Geometrie oder andere Anwendungen darboten, musste 
man dagegen die Grössen so nehmen wie sie waren. 
Wenn man nun eine rationale Lösung, also eine solche, 
die sich durch Zahlen genau ausdrücken lässt, nicht fin- 
den konnte, so waren zwei Dinge zu thun. Einmal 
musste bewiesen werden, dass die gesuchten Grössen 
wirklich nicht rational wurden, und wenn man zu Glei- 
chungen überging, bei denen die gegebenen Grössen be- 
reits irrational waren, so galt es ferner die verschiedenen 
irrationalen Grössen, die vorkommen konnten, zu klassifi- 
cieren; zweitens musste man der Anwendungen wegen 
auch die irrationalen Grössen mit möglichst grosser An- 
näherung ausrechnen. . 

Am weitesten brachten die alten Griechen es in der 
ersten der beiden genannten Richtungen. Ein Beispiel 
für eine hierher gehörende Untersuchung haben wir be- 
reits angeführt, nämlich Euklids Lösung der Gleichung 
x^ +y^^=z^, und da er diese vollständig löste, so fand 
er nicht nur die ausreichenden sondern auch die not- 
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wendigen Bedingungen dafür, dass \/a?* + y^ ^^^ V^* — y^ 
rational werden. Er fand also, dass sie irrational sind, 
wenn die Bedingungen nicht erfüllt werden. Von ein- 
facherer Beschaffenheit ist ein wahrscheinlich sehr alter 

Nachweis dafür, dass V^ irrational ist; dieser hat — 
wenn auch mit Unrecht — einen Platz am Ende des 
lOten Buches in einigen Ausgaben von Euklid erhalten. 
Abgesehen von der geometrischen Darstellung lässt er sich 

etwa folgendermassen ausdrücken. Soll V 2 = — sein, wo 

n 

TYh 

der Bruch — so viel wie möglich verkürzt ist, so muss 
n 

man m^ = 2 n^ haben. Hieraus folgt, dass m^ eine ge- 
rade Zahl ist, also auch m. Da — unverkürzbar ist, 

n 

muss n also ungerade sein. Wenn aber m gerade ist, 
so folgt daraus, dass m* teilbar sein muss durch 4, mit- 
hin n^ durch 2, folglich dass n gerade ist. Da nun n 
nicht zugleich gerade und ungerade sein kann, so kann 

\^ nicht ein unverkürzbarer Bruch sein. 

Ein ähnliches Verfahren lässt sich wie bekannt im 
allgemeinen benutzen um nachzuweisen, dass eine Wurzel 
aus einer ganzen Zahl kein Bruch sein kann. Mehrere 
Sätze im 8ten Buche Euklids mögen ursprünglich mit 
diesem Ziel vor Augen entwickelt und in älterer Zeit auch 
dafür benutzt worden sein. Das gilt z. B. vom 6ten Satz, 
der — wenn auch in einer anderen Form — ausdrückt, 
dass eine Potenz eines unyerkürzbaren Bruches selbst ein 
unverkürzbarer Bruch sein muss. Indessen giebt es noch 
ein allgemeines Mittel, das Euklid im lOten Buche giebt 
um die Rationalität einer Grösse zu prüfen oder, was 
dasselbe ist, die Kommensurabilität zweier Grössen. Dieses 
besteht in der Anwendung derselben Operation, die zur 
Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Maasses der 
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beiden Grössen dient. Sind die Grössen durch Strecken 
dargestellt, so muss man die kleinere b auf der grösseren 
so oft abtragen, dass der Rest c kleiner wird als b, dar- 
auf c auf b u. s. w. Lässt diese Operation sich bis ins 
Unendliche fortsetzten, so sind die Grössen inkommensu- 
rabel. Auf diese Weise findet man leicht, dass eine Strecke 
durch stetige Teilung in Abschnitte geteilt wird, die in- 
kommensurabel mit sich und der Strecke selbst sind. 
Heisst nämlich die Strecke a und die Abschnitte x und 
y, so hat man 

a X y 



X y x — y 

Die Operation, die zum grössten gemeinschaftlichen Maass 
führen soll, wird also eine fortgesetzte Teilung der neuen 
Abschnitte, so dass sie sich offenbar nicht zu Ende fii^' 
ren lässt. 

Da nun solche Wurzeln von Gleichungen zweite^ 
Grades, die mit den gegebenen Grössen inkommensur»^^^ 
werden, sich nicht durch diese und durch Zahlen a^^' 
drücken lassen, so ist es begreiflich, dass die Griecb^^ 
bei exakten Untersuchungen keine Näherungswerte &^^' 
führten, sondern weiter operieii;en mit den gefunden^*^ 
Grössen, die dargestellt wui'den durch die Strecken, d^^ 
sich aus der, der Lösung der Gleichung entsprechende^» 
Konsti-uktion ergaben. Es ist das ganz ebenso, wie wei^^ 
wir Wurzeln nicht ausrechnen, sondern uns damit begnüg^^ 
diese durch Quadratwurzelzeichen und andere algebraisct^^ 
Zeichen auszudrücken. Da indessen eine Strecke wie d:^ 
andere aussieht, so erhielt man dadurch nicht denselben 
Überblick, den die Zeichensprache uns gewährt. Deshalb 
wurde es notwendig eine Klassifikation der irrationale:^ 
Grössen vorzunehmen, die sich durch successive Lösun 
von Gleichungen zweiten Grades ergeben hatten. Ein 
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läsi 






pldche KlasBifikation ivurde zu Piatos Zeit von Theätet 
aroi^Dommen, und seine Arbeit Ist von Euklid fort- 
gesetzt iincl ins lOte Buch der Elemente aufgenommen 
potden. Bei Besprechung dieses Buches werden irir dar- 
Kif zurückkommen und wollen hier nur bemerken, dass 
^ieBe Arbeit auch eine Prüfung der Fälle enthalten musste, 
in denen eine Grösse, die scheinbar einer Klasse an- 
gehört, sich in Wirklichkeit auf eine andere zurückführen 
läset, also die Aufhebung doppelter Irrationalitüt, 

Die Anwendungen dieser Klassifikation finden wir 

wo eine exakte Bestimmiuig von Grössen gewünscht 
wird, die von Quadratwurzeln abhängen oder überhaupt 
bei Gleichungen zweiten Grades gefunden werden. In der 
elementaren Geometrie gilt dieses von den Seiten regu- 
lärer Polygone oder den Kanten regulärer Polyeder. Mit 
dieser letzt«]) Anwendung hat Theätet sich besonders 
beschäftigt und sie spielt eine Hauptrolle in Euklids 
Elementen. 

In diesem Werk vermisst man dagegen jede genäherte 
numerische Berechnung. Das findet vielleicht seine Er- 
klärung darin, daas man dm-eh eine solche Berechnung 
die absolut exakte Bestimmung bei Seite lassen würde, 
die in der Geometiie beabsichtigt war; aber andererseits 
dürfte es auch damit zusammenhängen, dass den Griechen 
sowohl das Vermögen wie gute Hülfamittel zu jeder wirk- 
lichen Berechnung fehlten, ein Mangel, der in verstärkter 
Weise hervortritt, wenn man über die vier einfachen Rech- 
nungsarten hinausgehen muss, also schon bei der Berech- 
nung der Quadratwurzel. 

Indem wir uns vorläufig an das allgemeine Hülfs- 
littel halten, so wird sich die griechische Zahlbezeich- 
Dung (von der wir später Gel^enheit finden werden mehr 
zu sagen) doch wohl, wenn man sie so einübte, wie wir 
Kindheit in der unsrigen geübt werden, weit 
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brauchbarer erweisen, als man sich von vornherein vor- 
stellt. Bei Berechnungen hat man wohl auch solche me- 
chanische Mittel wie eingeteilte Rechenbretter zu Hülfe 
genommen. Dass die Zahlbezeichnung nicht ausreichte, 
wenn es sich um die Darstellung grosser Zahlen handelte, 
sieht man jedoch daraus, dass damals, als die griechische 
Mathematik auf ihrer grössten Höhe stand, Archimedes 
und Apollonius — Männer, in deren Schriften ein wohl 
unterrichteter Mathematiker der Gegenwart ihm unbekannte 
Sätze und Beweise finden kann — besondere Systeme 
haben bilden müssen, um Zahlen von unbegrenzter Grösse 
bezeichnen zu können. Archimedes thut das in seiner 
Schrift über Sandrechnung, in der er eine Vorstellung 
von der Unendlichkeit der Zahlenreihe geben will und 
besonders berechnet, wie viele Sandkörner es in der ganzen 
Welt geben kann, wenn man dieser und den Sandkörnern 
gewisse Grössen beilegt. Es spricht auch keineswegs zu 
Gunsten der den Griechen selbst eigentümlichen Mittel 
der Zahlenberechnung, dass die griechischen Astronomen 
diese für nicht hinreichend entwickelt hielten, sondern 
zugleich mit der babylonischen Astronomie das Sexagesi- 
malsystem der Babylonier für astronomische Rechnungen 
aufnahmen. 

Was nun die Berechnung der Quadratwurzel bei den 
Griechen betrifft, so wollen wir zuerst eine besondere 

Bestimmung von ^f2 erwähnen, die man allerdings zunächst 
von einem späten arithmetischen Schriftsteller kennt, die 
sich aber viel weiter zurückführen lässt, und deren Be- 
gründung sich bei Euklid H, 9 (und 10) findet. Diese 
Begründung ist zugleich ein Beispiel dafür, wie die geo- 
metrische Algebra angewandt wurde. Ist C die Mitte 
und D ein anderer Punkt der Strecke AB, so sagt Satz ^ 
aus, dass 
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Dieser Satz hätte durch Umlegungen von Rechtecken 
bewiesen werden können, aber bei Euklid ist er bewiesen 
mit Hülfe des pythagoreischen Lehrsatzes, angewandt auf 
gleichschenkelige rechtwinkelige Dreiecke. Das dürfte da- 
mit in Verbindung stehen, dass \/2 eben als Hypotenuse 
AB eines solchen Dreiecks AEB dargestellt wird. Ist 
nun Z der Punkt, in dem die Senkrechte auf AB in D 
die Kathete EB schneidet, so wird DB = DZ und 




AD^ + DZ^=AE^ + EZ^ = 2AC^+ 2CD^. 

Um die Anwendung der gefundenen Gleichung deut- 
licher zu zeigen, wollen wir 



CD = x, BD = y 



setzen, wodurch 



Bezeichnet man die letzten beiden Grössen mit y-^ und 



*i» so hat man 



^^i^—y^ 



{2x^-y^), 



Die gefundene Gleichung dient dazu, aus einer Lösung 
^^'■^ öiner der beiden unbestimmten Gleichungen 

2a?2— ^2=+i 
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in ganzen Zahlen eine Lösung der anderen in den grösseren 
Zahlen x^=x-^y und y^ = 2x-\-y abzuleiten. Fährt 

man auf diese Weise fort, so werden die Werte — , — 

u. s. w., die abwechselnd zu klein und zu gross sind, 
sich \2 immer mehr nähern. Man kann ausgehen von 

Auf ähnliche Weise kann man in anderen speciellen 
Fällen das Ausziehen der Quadratwurzel vorgenommen 
haben. Das hat dann in Verbindung mit den unbestimm- 
ten Gleichungen (wie x^-{-y^=z^)y mit deren Hülfe 
man Zahlenbeispiele bildete, bei denen das Ausziehen der 
Quadratwurzel vermieden wurde, dazu beigetragen bei den 
Griechen die Fertigkeit in der Behandlung gewisser un- 
bestimmter Gleichungen zweiten Grades zu entwickeln, 
von der in einer viel späteren Zeit die Schriften des Dio- 
phant Proben enthalten. Dass man zu solchen speciellen 
Methoden seine Zuflucht genommen hat, zeugt dagegen 
nicht von einer irgendwie allgemeinen Fertigkeit im Aus- 
ziehen der Quadratwurzel. Von allgemeinen Hülfsmitteln 
hatte man jedoch erstens dasselbe zur Verfügung, das wir 
benutzen, nämlich den Ausdruck für {a-\-b)^y dessen 
geometrische Form den Anwendungen kaum ferner lag 
als unsere algebraische. Zweitens führte eben das Ver- 
fahren, durch das man, wie wir gesehen haben, prüfte, 
ob eine Grösse irrational sei, geradeswegs zu einer Me- 
thode der Berechnung, die ungefähr mit einer Entwicke- 
lung in Kettenbrüche zusammenfällt. 

Wie man aber verfahren ist, das lässt sich unmittel- 
bar aus den Schriftstellern, bei denen sich genäherte Arx^s- 
drücke für Quadratwurzeln finden, nicht ersehen, da si^ 
nur die Resultate anführen; aber man erhält doch et'^n^ 
Vorstellung davon, wie sehr oder richtiger wie wenig e: 
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mckelt die Methoden waren. Sehr bezeichnend ist es, 
daae erst Archimedea eine Beetimmung von n, als 
zwischen den Grenzen 3^ und 31J lit^nd, durchgeführt 
hat, Aue dem Folgenden wird man nämlich erkennen, 
dass man vor ihm ohne grosse Mühe im Stande gewesen 
sein luues, die geometrischen Schwierigkeiten zu über- 
Eb ist also die numerisclie Berechnung und 
menttich wohl die in dieser vorkommende Ausziehung 
1 Quadratwurzeln, vor der man vor Archimedes zu- 
^gescbreckt ist. 

Unvermeidlich waren die entsprerh enden Berechnuii- 
wemi man praktische Anwendung von Quadratwur- 
1 machen wollte. Ea ist deshalb natürlich, dass man 
! meisten von diesen bei Hero findet, der mit ])rak- 
"iBChen Anwendungen vor Augen schrieb. Man findet so 
"-"iele, dass es deutlich wird, dass er im Besitze einer 
wirklichen Methode gewesen ist. In seinen Bestimmungen 
ist der Grad der Genauigkeit jedoch nicht sehr groBB im 
Verhältnis zu der allgemeinen theoretischen Einsicht, in 
deren Besitz man damals schon seit Jahrhunderten ge- 
i^eseii war. Der umstand, dass er wirklich Quadratwur- 
zeln auszieht, steht in Verbindung damit, dass wir zum 
ersten Male bei ihm Beispiele füj- eine durchgeführte Be- 
'landlung uumerlacher Gleichungen vom zweiten Grade 
'uiden. So sehen wir, dass, wenn das Glied x^ einen 
^'ilenkoefficienten a hat, er dieses in n^ x^ verwandelte 
"^rch Multiplikation der Gleichung mit a, und demnächst 
*** als Unbekannte betrachtete. Euklid hatte allerdings, 
le wjr sehen werden, auch derartige Gleichungen behandelt 
'"'^ überdies auf eine allgemein gültige Weise, die auch 
'^^'^endbar bleibt, wenn der Koefiicient a irrational ist; 
" .^'' gerade diese allgemein gültige Form der Behandlung 
^St nicht deutlich, wie man sich bei der praktischen 
'Dehnung verhalten hat. 



I 
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Indem wir ganz zu Hero hinuntergegangen sind, 
haben wir jedoch die Bereclinungen ausser Acht gelaasen, 
die bereits vor eeiner Zeit auBgeführt worden waren bei 
der Ausarbeitung der Sehnen tafeln der astronomischen 
Schriftsteller. Diese waren in dem, in der Zwischenzeit 
von den Chaldaerii eingeführten, Sexagesimalsyetem aus- 
geführt. Da Hero hiervon keinen Gebrauch macht, so 
dürfen wir annehmen, daea sein Verfahren im wesent- 
lichen das ursprünglich griechische war, das damals nur 
mehr entwickelt gewesen ist als ku der Zeit, mit der wir 
uns jetzt zuuächst beschäftigen. Die Quadratwurzeln, die 
sich bei Ptolemäus ünden, sind dagegen in sesagesimalen 
Einheiten etwa auf dieselbe Weise ausgerechnet, wie man 
jetzt Wurzeln in Deeimalbrüchen bereclmet. Es wurde 
vorhin berührt, dass die Griechen früher schon die theo- 
retische Grundlage für eine solche Berechnung nach der 
Formel für (a -j- &)* beaassen; diese konnte sie also natur- 
gemäea bei dem grösseren Bedürfnis der Astronomie nach 
numerischer Genauigkeit zu einer wirklichen Ausführung 
solcher Rechnungen führen. Die schon erwähnten alten 
Tafeln über Quadrat- und Kubikzahlen im Sexigesimal- 
system (8. 13) könnten jedoch wohl darauf hindeuten, 
dass das Wurzei ausziehen iu den babylonischen Ländern 
lange bekannt gewesen sein mag, und dass die Griechen 
auch in dieser Beziehung etwas von den östlichen Völkern 
haben leinen können, als das Sexagesi mal System bei ih- 
nen eingefühlt wurde. 

Wir werden kaum fehl gehen, wenn wir in der Ent- 
deckung und der späteren Behandlung der irrationalen 
Grössen den Ausgangspunkt sehen für das, was sowohl die 
Hauptstärke, als auch die allersch wachste Seite der griechi- 
schen Mathematik ausmachte. Unter der beständig fort^ 
jeeetzten Bemühung jeden Beweis auch auf diejenigen Grössen 
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anwendbar zu machen, die sich nur uäliemngs weise durch 
Zfthlen ausdrücken lassen und bei denen deshalb Zahlen- 
beweise ungenügend sein würden, entwickelten sich die 
strengen Ansprüche an die Unfehlbarkeit der Schlüsse 
und die Genauigkeit des Ausdrucks, durch deren Erfül- 
lung die Mathematik die exakte Wiasenschaft gewor- 
den ist, und die Worte mathematische Gewissheit und 
absolute Gewissheit identisch geworden sind. Die Griechen 
iiaben dadurch den Grund gelegt, der erforderlich war 
um den hochiagenden Gedankenbau des Archimedes 
gBnd ApoUonius zu tragen. Zu derselben Grundmauer 
hat die moderne Mathematik zurückkehren müssen, als 
sie nach langem Zwischenräume wieder ihre wissenschaft- 
liche Bedeutung aufrichten sollte; ja ku den von den 
(rriechen entwickelten und hochgehaltenen logischen Grund- 
sätzen nimmt sie sogar in uneeren Tagen ihre Zuflucht, 
um aufs netie der, jetzt auf arithnietischera Wege auf- 
geführten, Mathematik dieselbe Sicherheit zu geben wie 
die war, die die Griechen unter geometrischer Fonn er- 
reichten, oder um die Infinitesimalrechnung unanfechtbar 
machen. 
Eine so grossartige Leistung hätte keineswegs Gleicii- 
gUltigkeit zu zeigen brauchen gegenüber den Versuchen 
dasjenige näherungsweise zu berechnen, was sich mit voller 
Genauigkeit uicht geben läast. Archimedes zeigt«, dass 
man auch die Resultate einer solchen Rechnung auf un- 
anfechtbarer Weise aufstellen und beweisen kann, nämlich 
durch Angabe der Grenzen, zwischen denen die gesuch- 
ten Grössen liegen müssen, aber sein Beispiel wurde in 
den übrigen streng matliematiachen Werken nicht befolgt. 
So kam es, dass die praktische Berechnung als etwas 
Untergeordnetes betrachtet wm-de und nicht die verdiente 
Aufmerksamkeit bei den eigentlichen Mathematikern fand. 
die doch am besten imstande gewesen wären die dahin 
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gehörenden Methoden zu verbessern. Zu wie grossem 
Schaden es der Mathematik selbst gereichen sollte, sich 
in dieser Weise von den Anwendungen fem zu halten, 
das werden wir später kennen lernen. 



6. Das Unendliche. 

Es ist bekannt, dass Pythagoras die Zahl zum 
Princip aller Dinge machte, indem er sagte: «die Dinge 
sind Zahlen.» Da Zahl bei den Griechen ganze Zahlen, 
die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe bedeutet, so stimmt 
dieser Ausspruch wohl ganz im allgemeinen zu den früher 
erwähnten Studien der Pythagoreer über die Lehre von 
den ganzen Zahlen und zu der mystischen Bedeutung, die 
sie gewissen Zahlen Verbindungen beigelegt haben. Schwierig 
bleibt es jedoch, eine zu der Mathematik der Pythagoreer 
stimmende, ganz unmittelbare Bedeutung in den Wortlaut 
dieses Ausspruchs hineinzulegen. Eine solche Bedeutung 
müsste nämlich den späteren, mehr idealistischen Aus- 
legungen vorangegangen sein. So wie sie da stehen, kön- 
nen die Worte kaum etwas anderes bedeuten, als dass 
alle Dinge sich durch Zahlen bestimmen lassen. Da hier- 
bei nicht wohl von etwas anderem die Rede sein kann 
als von der Grösse der Dinge, so wird gesagt, dass diese 
sich durch Zahlen ausdrücken lasse. Das ist auch in 
der That der Fall mit kommensurablen Grössen, wenn 
man eine hinreichend kleine Einheit wählt. Es würde 
deshalb nicht weiter erstaunlich sein diesem Ausspruche 
zu begegnen — wenn nicht gerade die Pythagoreer ent- 
deckt hätten, dass Grössen derselben Art nicht immer 
kommensurabel sind, dass also der angeführte Ausspruch 
seinem Wortlaute nach falsch ist. 
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Deswegen braucht die hier versuchte Erklärung, die 
gewiss die einzige ist, die zu dem griechischen Gebrauche 
deg Wortes Zahl atimmt, doch nicht unrichtig zu sein. 
Der Ausspracli kann älter sein ala die Entdeckung der 
inkommensurablen Grössen, ja gerade das Bestreben, seine 
Anwendbarkeit zu zeigen, kann zur Entdeckung der in- 
kommensurablen Grössen gefülirt haben. Eine phüoBO- 
pliische Formel, an die man schon viele Betrachtungen 
angeknüpft hat, giebt mau indessen nicht so leicht auf, 
selbst dann nicht, wenn sie sich in ihrer ursprünglichen 
Bedeutung als unrichtig erweist. Man modificiert diese 
Bedeutung derartig, dass sie fortdauernd anwendbar bleibt. 
Eine solche Modifikation konnte im gegenwärtigen Fall 
nicht so fem liegen. Wenn man die Inkommeneurabili- 
tat von Grössen dadurch fand, dass die Rechnungen, die 
zur Bestimmung des gröesten gern ei nschnf Hieben Maasses 
dienten, sich ins Unendliche fortsetzten, so lag es nahe zu 
behaupten, dass das grösste gemeinschaftliche Maass dann 
unendUch klein und unendlich viele Male in den Grössen 
enthalten sei. In diesem Falle wurden die Dinge bestimmt 
durch unendhche Zahlen oder durch unendliche Annähe- 
rungen, hervorgebracht durch Verhältnisse zwischen immer 
grösseren Zahlen. 

Es würde jedoch kaum statthaft sein diese Erklärung 
aufzustellen, wenn es sieh nicht nachweisen liesae, dass 
pjüjagoreische und andere Mathematiker zu ihrer Zeit 
wirklich auf ähnhche Weise Grössen durch unendliche 
Annäherung bestimmt hätten. Wir besitzen allerdings 
keine direkten Mitteilungen über solche Bestimmungen, 
aber ibre Existenn geht aus dem Kampf hervor, der gegen 
ihre Berechtigung geführt wurde, namentlich von Seiten 
einer anderen philosophiechen Schule, nämlich der elea- 
tischen. Ich meine hiermit die bemhmten Sophismen, 
die von ihrem Stifter Zeno von Elea um die Mitte des 
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Jahrhnnderts angestellt wurden. Diese gehen überhaupt 
daran! ans die Ungereimtheiten zn zeigen, zn denen mcs-n 
gelangt, wenn man annimmt, dass die kontinuierlichen 
Grössen aus unendlich vielen unendlich kleinen Teilchen 
zusammengesetzt sind. 

In zwei von den Sophismen wird bewiesen, dass Be- 
wegung unmöglich sei. Der erste Beweis lautet folgender- 
massen. Um von einem Orte zum anderen zu gelangen 
muss man, bevor er erreicht wird, zuerst die Hälfte des 
Weges zurücklegen, dann die Hälfte von der Hälfte u. s. w. 
bis ins Unendliche. Die Bewegung verlangt also, dass 
unendlich viele Stücke des Weges durchlaufen werden, 
ist also — sagt Zeno — unmöglich. 

Auch nicht — sagt Zeno in dem zweiten Sophisma — 
kann der schnellfüssige Achilles die langsame Schildkröte 
einholen; denn er muss erst die Stelle erreichen, die die 
Schildkröte jetzt einnimmt, darauf den Weg durchlaufen, 
den die Schildkröte mittlerweile gekrochen ist u. s. w. bis 
ins Unendliche; aber auch diese Unendlichkeit zu erreichen 
ist unmöglich. 

Da nun Zeno gewiss nicht die Realität der Bew^ng 
bezweifelte, so ist seine Absicht eine andere gewesen, 
nämlich die, es als unmöglich hinzustellen, die kontinuier- 
liche Bewegung durch eine solche Zerlegung in einzelne 
diskrete Momente zu beschreiben. Das, was er bekämpfeD 
will, muss indessen von seinen Gegnern geltend gemacht 
worden sein. Was ist das nun? In seinem ersten So- 
phisma ist es die Richtigkeit der Behauptung, dass 

1 = J + (^)2 + (j)8 + . _ bis ins Unendliche. 

Im zweiten Sophisma ist es, wenn wir annehmen» 
dass Achilles sich n-mal so schnell bewegt wie die Schild- 
kröte, die Behauptung, dass 

1 H 1 — s^ + . . . bis ins Unendliche 

71 n^ 



6. Das Unendliche. 67 

einen endlichen Wert habe. Da man zu jener Zeit sicher- 
lich anszurechnen verstand, wie lange Zeit Achilles wirk- 
lich gebrauchte um die Schildkröte zu erreichen, so haben 
Zenos Gegner auch gewusst, dass der endliche Wert der 

vorliegenden Summe von unendlich vielen Gliedern - 

71 — 1 

war. Diese positiven Resultate liegen so unmittelbar in 
den Betrachtungen, die Zeno als absurd angesehen haben 
will, dass man, wenn die Gegner nicht, wie ich annehme, 
vorher diese oder ähnliche aufgestellt haben, beinahe ihn 
selbst als ihren Entdecker ansehen müsste. Ohne mathe- 
matischen Sinn und ohne solche Einsicht verfällt man 
nämlich überhaupt nicht darauf, diese in mathematischer 
Hinsicht fruchtbaren Zerlegungen vorzunehmen. Wir sehen 
also, dass man in der Mitte des fünften Jahrhunderts 
der Frage nach der Summation einer unendlichen Quo- 
tientenreihe nicht fremd gegenüberstand, einer Summation, 
von der wir später Archimedes eine Anwendung unter 
grössere Sicherheit gewährenden Formen werden machen 
sehen. 

Von einem streng logischen Standpunkt aus hat 
Zeno jedoch recht. Es kann nämlich nicht gestattet 
werden, unendliche Grössen zum Beweise positiver Resul- 
tate zu benutzen, solange das Unendliche nur durch sei- 
nen Namen erklärt ist, denn in diesem liegt nur das rein 
Negative, dass es unerreichbar ist. Innerhalb der griechi- 
schen Mathematik pflichtete man auch dem Zeno bei, 
und zwar in dem Grade, dass der ünendlichkeitsbegriff 
als positives Beweismittel im nächsten Jahrhundert ganz 
verdrängt oder auf eine Weise umgangen wurde, die gegen 
ähnliche Angriffe Sicherheit gewährte. 

Sofort geschah das jedoch nicht. Die atomistische 
Schule, die die physischen Körper als aus unteilbaren 
Partikeln zusammengesetzt betrachtete, hat sich g«em«»«» ^.xxe^i 
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auf eine infinitesimale Untersuchung der geometrischen 
Zusammensetzung dieser Körper eingelassen, ja wahrschein- 
lich mit ihr begonnen. Das ist namentlich mit Demo- 
krit, dem bedeutendsten Manne dieser Schule, der Fall 
gewesen. Es wird berichtet, dass er die Frage behandelt 
habe, ob zwei unendlich nahe liegende parallele ebene 
Schnitte eines Kegels als gleich oder ungleich gross be- 
trachtet werden dürfen. Im letzteren Falle würde der 
Kegel treppenförmig aufgebaut sein, im ersteren würde er 
ein Cylinder sein. Diese Frage kann sich ganz natürlich 
erhoben haben, wenn man — wie in unseren elementaren 
Lehrbüchern bei Gelegenheit der Pyramide — durch ein 
integrationsartiges Verfahren das Volumen eines Kegels 
zu berechnen oder auch nur Sätze über die Gleichheit 
von Kegeln zu beweisen versuchte. Auf die Beschäftigung 
mit infinitesimalen Fragen deuten vielleicht auch die Titel 
von mehreren seiner Schriften, die alle verloren sind, hin, 
nämlich «Über inkommensurable Strecken und Körper», 
«t)ber die Zahlen», und vielleicht auch der Titel «Über 
Berührung zwischen dem Kreise und der Kugel». Im 
übrigen weiss man nichts von seiner mathematischen 
Thätigkeit, vielleicht weil in der folgenden Zeit die Mathe- 
matik namentlich durch Piatos Schule oder doch in Ver- 
bindung mit ihr gefördert wurde, und diese die Philosophie 
des Demokrit vollständig verwarf. 

Hat nun auch die Thätigkeit des Demokrit den 
Begriff des Unendlichen soweit vertieft, dass die darauf 
gebauten Begründungen an Zuverlässigkeit gewannen, und 
hat sie \delleicht ferner dessen Verwendbarkeit für wirk- 
liche mathematische Untersuchungen wie über den Inhalt 
des Kegels gezeigt, so hat dieser sich dadurch doch nicht 
als anerkanntes mathematisches Beweismittel zu behaupten 
vermocht. Mehr als Zenos Dialektik, die von einem 
überlegenem Gesichtspunkte darauf ausging das Unzurei- 
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ehende des Unendlichkeitsbegriffcs nachzuweisen für die 
Begründung von Resultaten, die an und fiir eich nicht 
zweifelhaft sein konnten, haben dazu die mehr unfreiwil- 
ligen Schiüaee beigetragen, zu denen er eich gehrauchen 
Üeas. Als Beispiel hierfür läsßt sich der Beweis des So- 
phisten Antiphon anführen, der darthun sollte, dass der 
Kreia sich quadrieren lasst, das heisst, daes mau ein Qua- 
drat konstruieren kann, das ehen so gross ist wie ein 
gegebener Kreis. Dieser Beweis laast sieh — wenn wir 
uns im übrigen auf die Berichte seiner Gegner verlassen 
dürfen — kurz folgen dermaseen wiedergehen: In den 
Kreis lässt sich ein gleichseitiges Dreieck besehreiben und 
demnächst durch Halbieren der Bogen reguläre Polygone 
von KUnehraentier Seitenzahl. Durch Fortsetzung bis ins 
Unendliche fällt das Polygon mit dem Kreise zusammen. 
Nun lassen sich alle diese Polygone quadrieren, folglich 
auch der Kreis. " 

Durch solche Missbräuche wurde das Vertrauen zu 
infinitesimalen Betrachtungen in dem Grade erechüttert, 
daes, als endlich Eudoxus den Weg fand, auf dem sich 
die Richtigkeit hierher gehöriger Schlüsse vollständig be- 
weisen lässt, dieser nicht mehr zur Aufstellung des Un- 
endlichkeitabegriffes benutzt wurde; vielmehr wurde dieser 
in dem sogenannten Exhaustionsbeweise umgangen. 
Über diesen, der zu der Zeit, die uns jetzt beschäft^t, 
noch nicht zur Verfügung stand — werde ich mich je- 
doch erst auslassen, wenn »vir seine Anwendungen bei 
Euklid kennen lernen. Ebenso werde ich damit warten, 
die mit dem Exhaustionsbeweise nahe verwandte Propor- 
tionslehre des Eudoxus zu erklären, bis ivir sie im 
5ten Buche des Euklid antreffen. Hier will ich nur 
Ubemerken, dasa diese unmittelbar auf inkommensurable 
Sfisen ebenso anwendbar ist vne auf kommensurable, 
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BO dftss ProiK>rtioQen zwischeD inkommensurabl^T 
nach der Zeit des Eudoxus die^lbe Gültigkeit haben 
wie ProportioDCD zwischen kommensurableu Gröeeen. 



Die Quadratur des Kreises. 



I 

QgenTa 



I 



Von diesen mathematischen Principienfrageii wei 
wir uns nun zu einzelnen bestimmten Untereuchaagrai» 
die gleichfaUe im 5ten Jahrhundert begonnen sind und 
die Mathematiker in der ganzen voreuklidischeu Zeit, ja 
über diese hinaus, beschäftigt haben. Wir haben soeben 
die Quadratur des Kreises berührt. Hierbei kann man 
sowohl an die Aufgabe denken, mit passender Annäherung 
Inhalt und Umfang des Kreises zu berechnen, als auch 
an die andere, ein Quadrat zu konstruieren, das gleich 
der Fläche des Kreises ist, und damit zugleich eine Strecke, 
die gleich seine-in Umfange ist. Nach dem Vorangegan- 
genen wird man verstehen, dass die Losung der letzten 
Aufgabe durch ihren exakten Charakter und dadurch, 
dasa sie hinterher zur Berechnung benutzt werden könnt 
als das eratrebenswerte Ziel erscheinen musste, dem 
über man bis zu Archimedes die beschwerlichen 
nungen , die doch nur ein ungena ues Resultat lieft 
unterliess. Die Scheu vor solchen Rechnungen wai 
die den Antiphon, wie wir bereits gesehen haben, 
hinbrachte, die einbeachiiebenen Polygone, die ein 
treffliches Mittel für die Berechnung abgeben würden, 
einer unhaltbaren Behauptung über die Lösung der 

durch Konstruktion zu missbraucben. Das 
um eine obere Grenze für den Flächeninhalt zu bi 
nen, kannte man auch, nämlich um beschriebene Polyj 
aber dieses wurde auch zu Sophismen missbraucht, 
Ldem eines gewissen Bryson, der — wie erzählt wird; 
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lehauptete, dass man, um den Kreia zu quadrieren, nur 
nötig habe den Umfang eines neuen Polygons zwischen 
die Umfange eines ein beschriebenen und des dazu gehö- 
rigen umbeechriebenen Polygons hin einzuzeichnen. Das 
neue Polygon ^vü^de namlieh ebenso wie der Kreis grösser 
als das einbeschriebene und kleiner als das umbeschriebene 
^^irerden — foiglich(!) gleich dem Kreise sein. 
^H Neben Antiphons Behauptung beweist dieses ^o- 
M, pbisma jedoch, dass man zu jener Zeit ein Auge dafür 
hatte, auf welchem Wege man in der That angenäherte 
Bestimmungen des Kreises erreichen und kontrolieren 
konnte. £in ähnliches Verdienst kann man nicht solchen 
Lösungen zuerkennen, die darin bestanden eine Zahl zu 
finden, die zugleich Quadratzahl und eine sogenannte 
cyklische Zaiil war, d. h. eine solche, deren Quadrat mit 
denselben Ziffern endigt wie die Zahl selbst. Man erkennt 
aus diesem groben Sophisma, dass der von Zeno eröfi- 
! Kampf gegen die von den Mathematikern aufgestell- 
i unrichtigen oder unvollständigen Augdrücke für rich- 
Gedanken nicht nur die Mathematiker zwang, der 
exakten Form grössere Sorgfalt zuzuwenden, sondern um- 
gekehrt auch die Sophisten, die nicht Mathematiker waren, 
lehrte die mathematischen Formen zu gebrauchen um 
Ungereimtheiten aufzustellen. Wenn dagegen Aristoteles 
und seine Kommentatoren, durch die wir diese Beispiele 
kennen, einen Mathematiker wie Hippokrates von Chios 
beschuldigen, dass er auf Grund eines ähnlichen Fehl- 
schlusses behauptet habe den Kreis quadriert zu haben, 
r ao muas hier wohl eine Verwechslung stattgefunden haben 
sehen dem, was Hippokrates erstrebt, und dem, was 
■ wirklieh erreicht zu haben behauptet hat. Diese Be- 
schuldigung ist indessen die Veranlassung dazu gewesen, 
dass «ir noch seine Untersuchungen kennen ; diese haben 
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nicht nur zu einem hübschen Ei^ebnis geführt. nämlicD 
zu den ersten Quadraturen von Flächen, die von krummen 
Linien begrenzt sind, sondern sie sind zugleich ein vor- 
treffliches Beispiel für das, was einem tüchtigen Geomettr 
des 5ten Jahrhunderts zur Verfügung stand und wie er 
es zu gebrauchen wusste. Namentlich aus diesem Grunde 
wollen wir hier einen Auszug aus dem Bericht des En- 
demus über seine Arbeiten geben. 

Wie berichtet wkd beweist Hippokrates zuerst, dass 
ähnliche KreisabBchnitte sich Wie «die Quadrate über den 
Durchmessern verhalten, und zwar soll er dies mit Hülfe 
des entsprechenden Satzes über zwei Kreise gemacht 
haben. Der bewiesene Satz wird demnächst benutzt um 
'das «Möndchen» zu quadrieren, das von einem Halbkreise 
und einem Bogen von 90** über degsen Durchmesser be- 
grenzt wird. Es wird bewiesen, dass dies Möndchen gleich 
dem gleichschenkeligen rechtwinkeligen Dreieck ist, das 
sich in den Halbkreis beschreiben läast. Darauf wird 
auf folgende Weise ein Möndchen konstruiert, dessen 
grösserer Bogen grösser als ein Halbkreis ist. Es wird 
zuerst ein Trapez konstruiert, von dem 3 Seiten jede 
gleich a und die vierte gleich aV'3 ist (»in der Potent 
dreimal so gross als die anderen», d. h. ihr Quadrat ist^ 
dreimal so gross als jedes der anderen); um dieses wird 
ein Kreis beschrieben, und das Möndchen wird abgeBchcit.— 
ten zwischen dem gröaaei-en Bogen der Sehne aV^ unci 
einem Bogen über derselben Sehne, der demjenigen über 
der Seite a ähnlich ist. Es wird gezeigt, dass das Mönd- 
chen dem Ti'apeze gleich ist. 

Hippokrates hat noch ein drittes Möndchen kon- 
struiert, das sich quadrieren lässt. In dem Bericht über 
dieses werde ich, abgesehen von einzelnen modernen üm- 
Bchreibungen (wie rVT)> "^^^ ^"^^ direkten Wie 
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des Referates von Eudemus beginnen^). «Ein Kreis mit 
dem Durchmesser A B (-= 2 r) und dem Mittelpunkt K 
ist gegeben. Die CD steht senkrecht auf der Mitte von 
KB. Zwischen diese Senkrechte und die Kreisperipherie 

wird eine Strecke EZ von der Länge r y f eingeschoben, 
deren Verlängerung durch B geht. EH wird parallel A B 
gezogen. Man zieht KE und KZ, von denen die letzte 




in ihrer Verlängerung die ED in H schneidet. Endlich ziehe 
öian BH und die Verlängerung BZ won EZ, BH wird 
gleich EK sein, und um das Trapez EKBH lässt sich 
®in Kreis beschreiben. Gleichfalls wird ein Kreisbogen 
durch E^ Z und H gezogen. [Jeder von den beiden Ab- 
schnitten über den Strecken EZ und ZH wird den Ab- 
schnitten über den Strecken EK, KB und BH gleich 
Bein]. 

Das hier gebildete Möndchen {EKB HZ) wird gleich 
der Figur sein, die man aus den drei Dreiecken (das ist 
Viereck EKBHZ) bildet ...» Das wird dadurch gezeigt, 

jeder der beiden Abschnitte über EZ und ZH nach 



^) So wie P. Tannery es in den M^moires de la Society 
de Bordeaux t. V. (2. Reihe, 2. Heft) in einer von den Zusätzen 
des Simplicius befreiten Gestalt wiederzugeben versucht hat. 
Die eckigen Klammern bezeichnen eine von Tannery ausgefüllte 
Lakune. 
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der Konstruktion das aiidertbalbtfache von jedem der drei 
Abaohuitte über EK. KB und BH ist. 

Hippokratea zeigt noch, dass der äussere Bogen 
EKBH dieses Mändcbens kleiner als ein Halbkreis ist, 
da der in das Segment EKH einbeecbriebeue Winkel 
stumpf ist. Sein Beweis dafür läset sich mit uoseren 
Zeicben folgendermaasen wiedergeben: 

E7^-> EK•^^-KZ■'. 



\ 



Dass KB"^ grösser als 2 K7^ ist, muss Hippo- 
krates daraus schliessen, daaa der Winkel KZB atumpE 
ist; aber ee ist nicbt gesagt, wie er diea findet. Er kaiii"" 
es daraus geschlossen haben, dass sein Nebenwinkel EZf^ • 
der EK, die kleiner als EZ ist, gegenüberliegt, spi*.* 
sein muss. 

In dem erhaltenen Schriftstück wird noch ein g^^ 
wiases Möndcben konstruiert, das, zu einem gewisse "^ 
Kreise hinzugefügt, eine Fläche liefert, die sich quadrier^^ " 
lässt. Dieses Möndcben ist es, dessen Quadratur zi-^' 
Quadratur des Kreises geführt haben würde. Dase diea^^' 
nicht identisch mit einem der vorher quadrierten i^ '' 
muss Hippokrates, der selbst imstande war diese Mön-*^- 
chen so heran stellen, dasa sie sich quadrieren liease"»^' 
ebenso gut gesehen haben wie wir. 

Um nun durch die citierten Untersuchungen in d^'" 
Thal einen Einblick in die damaligen Leistungen 3^^ 
Mathematik zu gewähren, will ich zunächst darauf bit'' 
weisen, dass über eine Konstruktion, wie die eines Tta 
pezes aus seinen Seiten, kein Wort verloren wird, da^" 
die Benutzung der Grössen der Dreiecksseiten für die 
Untersuchung, ob ein Winkel im Dreieck spitz, rech' 

stumpf ist, als wohl bekannt betrachtet wird, eben« 
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de der Satz, dass Kreisflächen sich wie die Quadrate 
ber den Durchmessern verhalten. Den euklidischen Be- 
^vv^€i8 des letzten Satzes kann man jedoch noch nicht ge- 
kannt haben, überhaupt keinen, der den späteren griechi- 
Bchen Mathematikern genügt haben würde. Ausgangspunkte 
för einen faktisch richtigen Beweis kann man indessen 
m solchen Betrachtungen, wie die von Antiphon gemiss- 

^rauchten waren, gehabt haben. Eine Strecke wie rV^ 
hat man leicht konstruieren können, sei es nun durch 
^ie in der geometrischen Algebra ei-wähnte Methode, ein 
fiechteck mit den Seiten r und fr in ein Quadrat zu 
verwandeln, oder sei es durch Anwendung des pythago- 
reischen Lehrsatzes. «Die Einschiebung» der Strecke 

EZ :=z^^|\ zwischen CD und die Kreislinie, so dass 
ihre Verlängerung durch B geht, ist abhängig von einer 
Gleichung zweiten Grades, die man, wie wir als ganz 
bestimmt annehmen, damals durch geometrische Kon- 
struktion lösen konnte. Indessen ist es, wie wir bald 
erörtern werden, doch möglich, dass diese Konstruktion 
auf andere Weise ausgeführt worden ist. 

Die verschiedenen Versuche, den Kreis mit Hülfe 
von Zirkel und Lineal zu quadrieren, misslangen, und in 
der neuesten Zeit hat man bewiesen, dass sie misslingen 
mussten. Das Verlangen nach einer exakten Lösung, die 
nach den Forderungen der damaligen Zeit durch Kon- 
struktion zu einer geometrischen Darstellung führen sollte, 
konnte deshalb nur erfüllt werden durch Einführung an- 
derer Kurven als Gerade und Kreis. Hierbei kam es 
nicht sonderlich darauf an, ob derartige Kurven sich me- 
chanisch darstellen Hessen, und noch weniger darauf, sie 
durch eine diskrete Reihe von Punkten darzustellen, denn 
diese würden ja nur eine Annäherung gestatten. Die 
Hauptsache war dagegen, hier wie in anderen ähnlichen 



76 I^ie griechische Mathematik: 

Fällen, in einer exakten Definition eine mathematisch 
sichre, theoretische Grundlage für die Bestimmung zu 
geben, eine Grundlage, auf der sich eventuell weitergehende 
Untersuchungen, in denen die konstruierte Grösse ver- 
wendet wurde, aufbauen Hessen. Man verfuhr in dieser 
Beziehung ebenso, wie wenn man in der Gegenwart neue 
Funktionen einführt für die exakte Bestimmung von sol- 
chen Grössen, die sich durch die bis dahin bekannten 
nur mit Annäherung darstellen lassen. Am besten war 
es natürlich, wenn eine und dieselbe Kurve sich auf ver- 
schiedene Konstruktionen anwenden Hess, so dass die ge- 
meinsame Theorie der Kurven allen Konstruktionen zu 
Gute kommen konnte. 

Eben dies war der Fall mit einer Kurve, die für die 
Quadratur des Kreises benutzt wurde und deshalb den 
Namen Quadratrix erhielt. Sie soll ursprünglich von 
Hippias aus Elis erdacht sein, um für die Dreiteilung 
des Winkels benutzt zu werden. Die Eigenschaft, durch 
welche die Alten sie in Worten definierten, können wir, 
wenn wir mit y die Ordinate eines ihrer Punkte in einem 
rechtwinkeligen Koordinaten sj^stem bezeichnen, und durch 
d^ den Winkel, den der Radiusvector desselben Punktes 
mit der Abscissenaxe bildet, darstellen durch die Gleichung 

wo wir durch q einen rechten Winkel bezeichnen, und 
durch h den 1? = ^ entsprechenden Wert von y. Die 
Winkel werden durch die Bogen gemessen, die sie als 
Centriwinkel auf einem Kreise mit dem Radius h abschnei- 
den. Mit der jetzt gebräuchlichen Bezeichnung n ist also 

Da ^ und 1? proportional sind, so ist die Verwend- 
barkeit der Kurve für die Teilung eines Winkels in gleiche 



¥ 



V 



7. Die Quadratur des Kreises. 77 

Teile oder in solche Teile, die in einem gegebenen Ver- 
hältais stehen, ohne weiteres erkennbar. Ihre Vei^wend- 
barkeit für die Quadratur des Kreises wurde jedoch zuerst 
von DinoatratuH entdeckt oder strenge bewiesen, da er 
bewies, daes die Abscisse ihres Schnittpunktes mit der 

; Bleich — oder — sei ; denn der Quotient — 

[jkann weder grösser noch kleiner sein als die genannte 
Äbsciase. Wäre er grösser, so itiüsste ea, da die Radien- 
vectoren der Kurve mit & wachsen, einen Punkt der Kurve 

geben, dessen Radiuavector gleich — wäre. Man müsste 


also (wenn wir der Übersieh thchk ei t wegen unsere trigono- 
metrischen Zeichen und Gleichiuigen da benutzen, wo 
'Dinostratus Proportionen gebrauchte) haben 



oder der dera Radius — entspi-echende Sinus müeste dem 

demselben Radius entsprechenden Bogen gleich sein. Wäre 
er kleiner, so müsste es einen Punkt geben, dessen Ab- 



dem demselben Radius entsprechenden Bogen gleich sein. 
Beide Dinge sind unmögHch. 

Was nun den Inhalt dieeee Beweises betrifft, so sieht 
man, dass Dinostratus sich nicht mit einer Bemerkung 

begnügt wie diejenige ist, die wir durch lim. = 1 
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to z 
oder durch lim, -^— = 1 ausdrücken würden ; vielmehr 

z 

umgeht er ganz die Frage nach unendlicher Annäherung 
dadurch, dass er nur die Ungleichheiten sin z <C z <C ig ^ 
benutzt, die ja im übrigen auch beide notwendig sind für 
eine exakte Bestimmung jeder der beiden Grenzwerte. 
Die Art, wie die Grenzbestimmungen umgangen werden, 
stimmt im wesentlichen mit der Art und Weise überein, 
wie dies im Exhaustionsbeweise geschieht; aber Dino- 
stratus war auch ein Schüler von dessen Erfinder Eu- 
doxus. 

Wir werden später sehen, dass die Abhängigkeit zwi- 
schen Variationen von Kreisbogen und Strecken, die durch 
die Quadratrix dargestellt werden, einzelnen numerischen 
Bestimmungen zu Grunde gelegt wurde. 

Auch Archimedes — dessen wirkliche Berechnung 
von Kreisen wir später erwähnen werden — hat Kurven 
untersucht, die sich etwa wie die Quadratix anwenden 
lassen, nämlich die sogenannten archimedischen Spi- 
ralen (r = ai?). Ihre Verwendbarkeit für Winkelteilung 
ist ohne weiteres erkennbar, und Archimedes schliesst 
sowohl die Bestimmung von Tangenten wie diejenige von 
Flächeninhalten an die Quadratur des Kreises an. Nach 
modemer Auffassung verwendet er wohl zunächst die 
Quadratur des Kreises oder die Zahl ti für diese Bestim- 
mungen; aber der Vergleich mit der Benutzung der Qua- 
dratrix lässt erkennen, dass man ebensoviel Wert darauf 
gelegt hat auf diesem Wege, namentlich durch Bestim- 
mung der Tangente, wenn auch nicht eine Konstruktion, 
so doch in Worten eine gute geometrische Bestimmung 
einer Strecke zu erhalten, die gleich der Peripherie des 
Kreises ist. Die Kurve selbst veranschaulicht auf die 
deutlichste Weise das periodische Wachsen von dem, was 
wir jetzt circuläre Funktionen (Kreisfunktionen) nennen. 
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l Dreiteilung des Winkels; Einschiebungen. 

Wir haben soeben die Anwendung der Quadratrix 
l der archimedischen Spirale auf die Dreiteilung 
Hes Winkels berührt. Ausser diesen beiden will ich 
noch zwei andere Lösungen dieser Aufgabe anführen, die 
fi'ühzeitig die Mathematiker beschäftigt haben. Die eine, 
deren Alter sich nicht bestimmen lässt, kann sehr 
wohl auB dem 5ten Jahrhundert herstammen, während 
die andere unter den von den Arabern aufbewahrten so- 
genannten archimedischen Hüüssätzen enthalten ist, viel- 
leicht also von Archimedes herrührt. In beiden wird die 
Lösung auf eine sogenannte Einsehiebung zurückgeführt, 

1) Ist^ÖCderWin- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden 
soll, so zieht man zu- 
erst A C senkrecht auf 
B C, und A E parallel « '^ 

B C\ und dann wird zwischen A C und A E die Strecke 
DE='i. AB 8o eingeschoben, dass ihre Verlängerung 
durch B geht Ist dann nämlich F die Mitte von D E, 
so ist 

/_ABF=i^AFB^2j_AEF^^L_CBD, mithin 
Z_CBD^\j_CBA. 

2) Ist A ß C der Win- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden soll, 
und schneidet ein Kreis 
um B die beiden Schen- 
kel und die Verlängerung 
von A B über B hinaus 
in j4, C und D, so wird 
zwischen die Verlängerung von BD und die Kreispi 
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pherie eine Strecke EF==BC so eingeschoben, dass ihre 
Verlängerung durch C geht. Dann ist 

Z^DEF=^/_BFC = ^L^FCB^^L^ABC. 

Was nun die beiden hier verlangten Einschiebun- 
gen angeht, so sind sie wie die gestellte Aufgabe selbst 
von Gleichungen dritten Grades abhängig, lassen sich also 
nicht mit Hülfe von Gerade und Kreis lösen. Indessen 
sei hier bemerkt, dass die Zurückführung einer Konstruk- 
tion auf eine Einschiebung ohne genauere Angabe dar- 
über, wie diese auszuführen sei, sehr oft in der griechi- 
schen Geometrie vorkommt. So haben wir eine solche 
in dem angeführten Bruchstück von Hippokrates getrof- 
fen, und Archimedes führt in seiner Schrift über Spi- 
ralen andere Aufgaben auf dieselbe Einschiebung zurück, 
durch welche die ihm hier beigelegte Dreiteilung des 
Winkels ausgeführt wurde. Das kann darauf deuten, 
dass es eine Zeit gegeben hat, wo man die Einschie- 
bung als ein Konstruktionsmittel anerkannte, das un- 
mittelbar bei geometrischen Konstruktionen neben Zirkel 
und Lineal angewandt werden durfte. Unter einer Ein- 
schiebung wird dann im allgemeinen die Konstruktion 
einer Strecke verstanden, deren Endpunkte auf gegebenen 
Linien liegen, und die selbst oder in ihrer Verlängerung 
durch einen gegebenen Punkt geht. Sie lässt sich einiger- 
massen leicht mechanisch ausführen durch ein Lineal 
(oder ein gefaltetes Stück Papier), auf das man zwei Mar- 
ken im Abstände der gegebenen Strecke abgetragen hat. 
Dieses Lineal dreht man um den festen Punkt, indem 
man es gleichzeitig so verschiebt, dass die eine Marke 
der einen gegebenen Linie folgt, und mit einer solchefc 
Bewegung fährt man solange fort, bis die andere Marke 
sich auf der zweiten gegebenen Linie befindet. 

Wegen des theoretischen Zieles, das die Griechen 
mit ihren Konstruktionen verfolgten, begnügten sie sich 
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jedoch nicht lange mit dieser mechanischen I^ichtigkeit. 
Da man überdieB, um Buf möglicfaet wenigen Vorauasel- 
zimgen bauen zu können, auch so wenige anerkannte 
Konetruktionsmiftel haben mnaete wie nur möglich war, 
eu wurde die unmittelbßre Ausführung der Ein Schiebungen 
bald überall dort verdrängt, wo sie eich durch Zirkel und 
Lineal, die einzigen Konatruktionsmlttel, die in Euklids 
Elementen Bürgerrecht erhalten, ausführen liessen. Mög- 
licherweise sind ältere Anwendmigen die Ursache, dasa 
ApoUoniuB zwei Bücher über Einachiebungen geschrieben 
hat, die, wie wir wiaaen, über die Ausführung dieser mit 

»Hülfe von Zirkel und Lineal gehandelt haben. Er kami 
dadurch dem Mangel in älteren Werken haben abhelfen 
iroUen, dass Aufgaben auf EinSchiebungen zurückgeführt 
jünd, ohne dasa eine solche Ausführung angegeben wird. 
Bei Einschiebungen, die sich nicht durch Zirkel und 
Iiineal, sondern durch Benutzung von Kegelschnitten aus- 
führen lassen, iat es auch von einem gewissen Zeitpunkt 
an obligatorisch geworden diese i^urven anzuwenden, sich 
also nicht mit der mechanischen Ausführung zu begnügen. 
Dass dies erst nach Archimedes geschehen sein sollte, 
kann man keineswegs mit voller Sicherheit daraus schüea- 
sen, dass er sich damit begnügt, Aufgaben auf Einschie- 
bungen zurückzuführen; denn der Umstand, dass man 
sich früher mit einer mechanischen Ausführung begnügte, 
wird für ihre Ausführung durch Kegelschnitte feste Re- 
geln hervorgerufen haben, die Archimedes als bekannt 
betrachten konnte. Wie die Einschiebtmgen des Archi- 
medes sieh durch Kegelschnitte ausführen lasaen, iat 
später von Pappus angegeben worden. 

Wo man die Einachiebungen nicht auf die Benutzung 
dieser anderen Konatraktionsmittcl zurückgeführt hat, ja 
nicht hat zurückführen können, da ist eine theoretische 
Untersuchung der Einaehiebung selbst erforderlich gewesen. 
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Am besten hat dies geschehen können durch Aufstelluiig 
einer Definition und eine darauf gegründete üntersuciiong 
derjenigen Kurve, die bei der oben lie schrieben en mecha- 
niechen Konalruktion von dem einen Endpunkt der ge- 
gebenen Strecke durchlaufen wird, nämlich von dem, der 
nicht an die eine gegebene Linie gebunden ist. Durch 
die Schnittpunkte dieser Kurve mit der zweiten gegebenen 
Linie wird dann die Ein Schiebung sauf gäbe gelöst. Eine 
solche Untersuchung ist auch, sogar nach Archimedes' 
Zeit, von Nikomedes in dem Falle vorgenommen worden, 
wo die erste der gegebenen Linien eine Gerade ist. Die 
erzeugte Kurve wird dann eine Konchoide genannt. 
Nikomedee hat zugleich einen Apparat erdacht um diese 
Kurve mechanisch au erzeugen. Die Benutzung dieses 
Apparates deckt sich ungefähr mit der oben beschriebeneu 
mechanischen Ausführung einer Einschiebung. 

Wie nun auch die Einschiebung ausgeführt worden 
sein mag, so hat doch diejenige Zurückführung der Drei- 
teilung des Winkels, die wir — mit allem möglichen Vor- 
behalt — dem Archimedes beigelegt haben, eine grosse 
Bedeutung in der späteren Geschichte der Mathematik 
erhalten. Namentlich liegt sie der Lösung zu Grunde, 
die Vieta für Gleichungen 3ten Grades im sogenannten 
irreduciblen Fall gegeben hat. 



9. Verdoppelung des Würfels. 



Von den Aiifgaben, die in ihrer i 
von Gleichungen 3ten Grades abhängig sind und sj^ 
im Altertum durch Kegelechnitte gelöst wurden, 
Dreiteilung des Winkels nicht die einzige, die man here 
im Öten Jahrhundert in Angrifl genommen hatte. Von 
noch grösserer Bedeutung war die Aufgabe, die die g»o- 
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metrische Form der reinen kubischen Gleichung darstellt, 
nämlich die Verdoppelung oder Multiplikation dea 

Würfele. 

Diese Aufgabe heiest das delische Problem in Ver- 
anlasBiing eines Orakelspruches, wonach ein würfelförmiger 
Altar auf der Insel Delos dopi»]t so gross gemacht wer- 
den sollte ohne seine Form zu verändern; man darf in- 
dessen wohl annehmen, dass Pythia bei dieser Gelegenheit 
durch die Mathematiker inspiriert worden sei. Wie be- 
reite erwähnt hatte man in der geometrischen Algebra 
Produkte von zwei allgemeinen Faktoren und Operationen 
mit den daraus zusammengesetzten Auedrücken zweiten 
Grades umgeformt in Rechtecke und in Operationen mit 
Flächen, und in Verbindung damit das Ausziehen der 
Quadratwurzel vertauscht mit der Verwandlung eines Recht- 
ecks in ein Quadrat, eine Aufgabe, die von den Pytha- 
goreem gelöst worden sein soll. Da lag es denn nahe 
von diesen »ebenen» Aufgaben zu den entsprechenden 
«räumlichen» überzugehen. Man musste dann ein Pro- 
dukt von 3 Grössen durch ein Parallelepipedon darstellen, 
und Operationen mit Ausdrücken vom 3ten Grade als 
Operationen mit Raumgebilden. Nächst so einfachen 
Dingen wie Einführung einer neuen Kante oder Grund- 
fläche in ein Parallelepipedon und Anwendung davon auf 
Addition und Subtraktion, oder Verwandlung eines Paral- 
I Ißlepipedons mit rechteckiger Grundfläche in ein solches 
I mit quadratischer, mueete die Aufgabe, ein Parallelepipe- 
I den in einen Kubus zu verwandeln, eich mit derselben 
"acht geltend machen, wie sich nach den Quadratwurzeln 
'''e Frage nach Kubikwurzeln demjenigen aufdrängt, der 
'i'e Algebra in ihrer gegenwärtigen Gestalt aufbauen sieht, 
•'e Y^ die nächstliegende irrationale Kubikwurzel ist, 
"''^''de die Verdoppelung des Würfels das nächstliegende 
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Beispiel für Aufgaben der hier bezeichneten Art. Als 
solche und durch die neuen Schwierigkeiten, die sie dar- 
bot, erweckte sie grosses Interesse bei den Mathematikern. 
Der erste Beitrag zur Lösung dieser Aufgabe, den 
wir erwähnt finden, wird dem Hippokrates zugeschrie- 
ben. Ebenso wie die Verwandlung eines Rechtecks in 
ein Quadrat auf der Konstruktion einer mittleren Propor- 
tionale beruht, soll er die Aufgabe von der Verdoppelung 
des Würfels, also vermutlich auch die etwas allgemeinere 
Aufgabe von der Verwandlung des Parallelepipedons in 
einen Kubus, auf die andere zurückgeführt haben, zwei 
mittlere Proportionalen zu bestimmen. Ist nämlich das 
Parallelepipedon bereits in ein solches a^ b mit der qua- 
dratischen Grundfläche a^ und der Höhe b verwandelt, 
und soll dieses wieder in den Würfel x^ verwandelt wer- 
den, so lässt sich X bestimmen aus den Proportionen 

a : X = X : y = y : b. 
Ob nun diese Umformung dem Hippokrates zuzu- 
schreiben ist oder nicht, nach ihm erscheint das Delische 
Problem gewöhnlich unter der Form der Aufgabe: zwei 
mittlere Proportionalen x und y zu bestimmen zu 
den gegebenen Strecken a und b. 

Die erste von den vielen Lösungen, die diese Auf- 
gabe im Altertum erfahren hat, verdankt man dem Ar- 

chytas. Um diese 
Lösung recht zu ver- 
stehen, muss man fest- 
halten, dass er darauf 
ausgeht eine Figur zu 
konstruieren, die aus 
zwei Geraden O YA 
und OBX besteht, 
zwischen denen die gebrochene Linie A X YB so gezeichnet 
werden soll, dass X Y senkrecht auf der ersten, A X und 
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^pB aenkiecht auf der zweiten stehen, während OA und 
WpB vou gegebener Länge sind. Dann sind nämlich offen- 
pbai OX und OY die beiden mittleren Proportionalen 
zwischen OA und OB, Man kennt also den Durch- 
messer OA eines Kreises, auf dem X liegen soll, aber 
nicht den Durchmesser O Y eines Kreises, auf dem B 
i soll. Archytas sucht diesen letzten Kreis einzu- 
ft^liüiren als Schnittkreis der Kugel über OA als Durch- 
■ messer. Da Oß gegeben ist, so whd der Punkt B auf 
|<<einem Schnittkreis dieser Kugeifläche liegen, die Linie 
riOß und dadurch der Punkt Ä' auf dem Umdrehungs- 
l^k^el, der diesen bekannten Schnittkreis zur Leitlinie hat. 
Venn man nun versucht die verlangte Stellung zu errei- 
^'fehen durch eine Drehung der Figur um die in ihrer Ebene 
in auf A enüchtete Senkrechte C, so wird die 
Projektion Y des Pimktes A' auf die von OA durch- 
laufene Ebene einen grössten Kreis beschreiben, die Linie 
'XY also eine Cy linderfläche, auf der der Punkt -Y auch 
Riegen muss. 

Da nun X ferner während der Umdrehung dauernd 
auf dem Kreise über OA als Diuchmeeser liegen soll, 
so muss er auf der Kurve liegen, die dieser Kreis wäh- 
. rend seiner Bewegung auf der Cylinderfläche aufzeichnet, 
ftiä. h. in Wirklichkeit auf der Schnittlinie der Cylinder- 
!fi&che mit dem durch die Umdrehung des Kreises um 
3 Tangente in O erzeugten Wulst. Der Pimkt X wird 
bestimmt durch den Durchschnitt zwischen dieser 
lylindrisehen Raumkurve und der obengenannten Kegel- 
fläche, und durch seine Bestimmung ist die Aufgabe gelöst. 
Diese Lösung ivird kaum zu einer wirklich durch- 
geführten praktischen Bestimmung angewandt worden sein. 
Hierauf deutet unter anderem der Umstand, dass die 
wirkliche Erzeugung der Raumkurve nicht genannt wird, 
denn der hierzu dienende Wulst ist nur eine von uns 
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elngeBchobene Erklärung. Archytas hat sicher erkeüaen 
können, dase raao durch BucressiveB Probieren leichtere 
und genauere Bestimmungen von A X und A Y erhält. 
Das was hier beabsichtigt war, war also eine theoretische 
Bestimmung, die hei weitergehenden Untersuchungen, bei 
denen Kubikwurzeln vorkommen, benutzt werden konnte. 
Damit diese in dieser Beziehung wirklich befriedigend 
hätte sein können, müsste man jedoch dem Archytas 
eine Bekanntschaft mit der benutzten Raumkurve oder 
doch mit Hülfsmitteln um ihre Eigenschaften anzugel 
beilegen, die er schwerlich besessen haben wird, 

Seine Lösung erhält dagegen grossen Wert für nw 
als ein unmittelbares Zeugnis für das, was er zu leisten 
vermochte. Er ist auf seine Aufgabe losgegangen mit 
dem Gedanken an die Anwendung des Kreises ziu' Ijöaung 
der entsprechenden ebenen Aufgabe. Er versucht, ob die 
Kugel sich nicht auf entsprechende Weise für die Lösung 
der vorliegenden räumlichen Aufgabe sollte verwenden 
lassen, und er führt diesen Versuch durch mit klarer 
Erfassung der räumlichen Verhältnisse, die sich dabei 
darbieten, ja er schreckt nicht zurück vor der Einführung 
einer Kurve, die ein gewisser Kreis während seiner Be- 
wegung auf einem Cyhnder aufzeichnet. Ausser von einem 
sicheren Gedankengang bei ihm selbst zeugt seine Kon- 
struktion von einem Vertrautsein mit der Anwendung 
geometrischer Örter zur Bestimmung von Punkten, die 
hinreichend entwickelt war, um ihre Erweiterung auf den 
Kaum vornehmen zu können. Wir dürfen daraus schliessen, 
dass die Geometrie des Raumes und die Anwendung 
geometrischer Örter wenigstens in der Ebene zu seiner 
Zeit bereits zu einer recht bedeutenden Entwickelung ge- 
langt war. 

Es wird berichtet, diise Archytas' Schüler 
zur Lösung derselben Aufgabe einige andere Km-ven 
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~utzt habe. Man hat geraten auf Projektionen der Schnitt 
Iturven zwischen den 3 Flächen, die in Wirklichkeit bei 
der Konatruktion des Archytas benutzt werden. Eu- 
doxue' Schüler Menächmtts verfiel dagegen darauf das 
Hülfsnaittel zu benutzen, das später im griechiachen Alter- 
tum auf diese und viele andere Aufgaben angewandt 
wurde, nämlich die Kegelschnitte. Nach den Berichten 
späterer Schriftsteller soll er die beiden mittleren Propor- 
tionalen zwischen a und h bestimmt haben als die Koor- 
dinaten X und y der Schnittpunkte zwischen den durch 
zwei von den Gleichungen 

ay = x^, hx = y^, xy = ab 
bestimmten Kurven, und zugleich soll er gezeigt haben, 
wie diese Kurven, die ja Parabeln und eine Hyperbel 
werden, sich stereometrisch als Schnitte an ümdrehungs- 
kegeln darstellen lassen. Zu diesen Bestimmungen werden 
wir zurückkehren, sobald wir, nachdem wir in unserer 
allgemeinen Untersuchung weiter tortgeschritten sein wer- 
den, die Entwickelung der Lehre von den Kegelschnitten 
im Zusammenhange behandeln. 

Hier ist dagegen der Ort um noch solche Anwen- 
dungen anderer Hültsmittel zu berühren, die man noch 
weithin in der folgenden Zeit fortfuhr für die Konstruk- 
tion der beiden mittleren Proportionalen ausfindig zu 
machen. Man erfand verschiedene mechanische Werk- 
zeuge für die Konstruktion einer Figur, die wie die Figur 
auf S. 84 ähnhche Dreiecke enthalten, durch die sich 
unmittelbar die verlangte Verbindung ergiebt. Eines von 
diesen wird Plato zugeschrieben, ein zweites rührt von 
Eratosthenes her. Da sich indessen ergiebt, daas keiner 
von diesen Apparaten eine wirkliche Bedeutung füi' die 
Entwickelung der Mathematik gehabt hat, so wollen wir 
uns eine Beschreibung von ihnen und ihrem Gebrauch 
ersparen und uns damit begnügen zu bemerken, dass 
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diese Apparate Descartes yeranlaBSt haben gleu 
eineu zu erdenken, den er iii seiner Geometrie beechreibt. 
Die Konstruktion der beiden mittleren Proportionalen 
ist auch von Nikomedes auf eine Einachiebung zurück- 
geführt worden. Die hierzu dienende Konstruktion ist 
jedoch keineswegs so einfach wie diejenigen sind, die für 
die Dreiteilung des Winkels benutzt werden. 



1 



I 



10. Theoreme und Probleme; Bedeutung der 
geometrischen Konstruktion. 

Wir haben teile ' über die Hanptanachauungen und 
die sich daran sohliessenden Operationsniethoden gespro- 
chen, die im 5ten Jahrhundert ihren Anfang nahmen 
und sich in der folgenden griechischen Mathematik weiter 
entwickelten, teils durch Erwähnung einzelner Untersu- 
chungen Proben von dem damahgen reellen Inhalt dieser 
Mathematik gegeben. In dem Maasse wie man fovtschritt 
bedurfte man fester und zuverlässiger Formen, die zu 
diesen Anschauungen stimmten und sie dadurch in noch 
höherem Grade sicher stellten, und die dem stets wach- 
senden Inhalt in sich Raum gewährten. Die hierzu füh- 
rende Arbeit wurde in Piatos philosophischer und 
doxus' mathematischer Schule und durch Verhandluni 
zwischen beiden ausgeführt. 

Als Beispiel für eine solche Verhandlung können 
wir einen Streit darüber anführen, in wie weit die mathe- 
matischen Wahrheiten aJs Theoreme (Lehrsätze) oder 
als Probleme (Aufgaben) auftreten dürfen. Das erste 
wurde von den Platonikem geltend gemacht, die sich 
darauf stützten, dass die Lösung einer Aufgabe nur etwas 
zustande bringe, was schon im voraus vorhanden sei: 
g;leichBeitige Dreiecke existieren unabhängig davon. 
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Inan sie konstruiert, und man kann ein eotcheB nur clee- 
halb konstruieren, weil der Begriff > gleichseitiges Dreieck» 
eine Realität hat, bevor man ee konstruiert. Für die 
Schüler des Eudoxua, die bei dieser Gelegenheit nament- 
lich von Menächmue repräsentiert wurden, war die mathe- 
matische Hervorbringung durch Konstruktion oder doch 
durch Untersuchung dei' Figur die Hauptsache. 

In äusserer Hinsicht scheint keine der Pai-teien die 
andere besiegt zu haben, da Theoreme und Probleme 
neben einander in Euklids EJementen vorkommen. Von 
grösserer Bedeutung ist die Prüfung dessen gewesen, was 
ausser der rein äusseren Form Theoreme und Probleme 
charakteriBiert. Das hat man wenigstens später etwa 
folgen dermassen ausgedrückt: im Theoreme wird das ein- 
zig mögliche ausgesagt, im Probleme wird das verlangt, 
was anders sein könnte. Nach diesen Kennzeichen muss 
man entscheiden, ob eine Wahrheit in der einen oder 
anderen Form mitgeteilt werden soll. Beispielsweise würde 
es unrichtig sein als Problem zu stellen: »Einen rechten 
Peripberiewinkel zu konstruieren, der auf einem Halbkreise 
steht.. 

Wichtiger als solche Bestimmungen in Worten ist es 
jedoch die Rolle kennen zu lernen, die Theoreme und 
namenthch Pi-ohleme bei den uns erhaltenen Schriftstel- 
lern spielen, namentlich in Euklids Elementen. Vielleicht 
begreift man dadurch auch besser die von Menächmus 
verfochtene Ansicht als durch die überlieferte Mitteilung, 
Diese lässt die Platoniker gehend machen, daas das gleich- 
seitige Dreieck existiert, bevor es konstruiert wird. Im 
Gegensatz hierzu kann Menächmus behauptet haben, 
dass man erst erfährt, dass es wirklich existiert, wenn 
man es konstruiert und damit den Beweis verbindet, dass 
diese Konstruktion wirklieh zum Ziele führt. So verfährt 
Euklid, indem er sich nicht damit begnügt gleichseitige 
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Dreiecke zu definieren, sondern, bevor er weiteren Gebrauch 
von ihnen macht, sich ihrer Existenz dadurch versichert, 
dasa er im ei'sten Satze des erateu Buches die Aufgabe 
löst ein solches zu konstruieren und die Richtigkeit der 
Konstruktion beweist. 

Die Notwendigkeit eines solchen Verfahrens macht 
sich insofern von selbst geltend, als gleichseitige Dreiecke 
demnächst bei neuen Konstruktionen benutzt werden fioüen; 
aber es ist beachtenswert, dass Euklid auf dieselbe Weise 
mit solchen Dingen verfährt, die in der Folge nur im 
Beweise für einen Lehrsatz benutzt werden solteu. Bevct 
er in I, 16 die Mitte einer geradlinigen Strecke benutzen 
darf, muss er in I, 10 durch Konstruktion dieses Punktes 
bewiesen haben, dass er wirklich existiert. Etwas ähn- 
liches gilt für alle ähnliehen Fälle. Die wesentliche Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion liegt darin, dass 
sie zum Beweise dafür dienen soll, dass dasjenige, 
auf dessen Darstellung die Konstruktion ausgeht, 
wirklich existiert. 

Mag nun auch Menächmus zuerst diese Bedeutmig 
der geometrischen Probleme, die durch Konstruktion ge- 
löst werden, zu vollem Bewusstsein gebracht haben, so 
hat diese sich doch auch schon früher geltend gemacht. 
Das hängt nämlich auf das genaueste zusammen mit der 
geometrischen Algebra. Als man gefunden hatte, dasB 
keine Zahl oder kein Zahlen Verhältnis (Bruch) existiert, 
die mit sich selbst multipliciert 2 ergeben, und als man, 
statt eine solche Zahl zu verlangen, eine Strecke ver- 
langte, welche die Seite eines Quadrates ist von doppelter 
Grösse wie das Quadrat über einer gegebenen Strecke, so 
musste man die Existenz einer solchen Strecke beweisen. 
Das geschieht dadurch, dass man sie als Diagonale des 
Quadrates über der gegebenen Strecke darstellt. Eine 
ähnliche Bedeutung erhält die Löstmg allgemeiner Glö- 
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^düngen 2ten Grades durch eine Konstruktion. Erat mit 
dieser allgemeinen AuffasBung vor Augen begreift man 
vollkommen den Wunsch nach einer konstruktiven Lösung 
von der Quadratur des Kreises, der Dreiteilung des Win- 
kels, der Verdoppelung dos Würfels und der BeBÜmmung 
der beiden mittleren Proportionale». Ohne sie kann man 
nämlich durchaus nicht begreifen, dass die zum technischen 
Gebrauch ungeeigneten Wsungen, wie die von der Qua- 
dratur des Kreises durch die Quadratris und wie die Be- 
stimmung der mittleren Proportionalen durch Archytas, 
überhaupt irgendwelche Befriedigung gewähren konnten. 
Dieselbe Auffassung wird auch den Schlüssel zum Ver- 
ständnisse anderer Verhältnisse in der griechischen Mathe- 
matik abgeben. 

In gewiesen Fällen wird übrigens diese Benutzung 
der Konstruktionen auch uns nicht fern liegen. Das gilt 
namentlich, wenn eine ganz allgemein gestellte Aufgabe 
nicht immer möglich ist, sondern gewisse Bedingungen 
für ihre Möglichkeit verlangt. In solchen Fällen beginnen 
die griechischen Schriftatelier damit, die Notwendigkeit 
dieser Bedingungen nachzuweisen. Das geschieht durch 
den Beweis für ein Theorem, das ausspricht, dass die 
betreffende Figur immer die Eigenschaften besitzt, die die 
Bedingungen für die Möglichkeit verlangen. Dass diese 
Bedingungen ausreichend sind, wird demnächst in einem 
Probleme bewiesen, indem angegeben wird, wie die Figur 
zu konstruieren ist, wenn sie erfüllt sind, und bewiesen 
wird, dass die Figur dann wirklich zustande gebracht ist. 
Das erst« Beispiel hierfür besitzen wir in Euklid I, 20 
und 22. Der erste Satz enthält den Lehrsatz, dass jede 
Seite eines Dreiecks kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen, der zweite das Problem ein Dreieck zu kon- 
struieren, dessen Seiten gegeben sind, wenn alle drei dieser 
Bedingung genügen. 



Die griechische Matheinatik: 



I 



k 



II. Die analytische Methode; 
die analytisch-synthetische Darstellungsform. 

Der wichtigste Beitrag, den «iie Schulen von Plato 
und Eudoxue geliefert haben um der Mathematik die 
äusaere Form zu geben, in der sie bei Euklid uud den 
folgenden griechischen Mathematikern erscheint, ist gewiss 
die Ausgestaltung der sogenannten apagogiaehen oder 
analytischen Methode und der Formen Analyse und 
Synthese, durch die man sich sowohl zuverlässige Er- 
gebnisse ihrer Anwendung als auch eine unanfechtbare 
Darstellung dieser Ergebnisse sichert«. 

Die analytische Methode findet zu allemächst Anwen- 
dung bei der Lösung von Aufgaben, und deshalb wollen 
wir zuerst von ihr reden. Wir glauben indessen, dass 
die logische Bedeutung der Regeln, die aufgestellt wurden 
um die Lösung zu finden und darzustellen, sieh am besten 
vei-stehen lässt, wenn wir für einen Augenblick das Gebiet 
der griechischen Mathematik verlassen und von der ana- 
lytischen Lösung von Aufgaben ganz im allgemei- 
nen sprechen und zum Teil ihre Anwendung durch Bei- 
spiele klar machen, die anderen Aufgaben und anderen 
Hülfsmitteln, als den Griechen zu Gebote standen, ent- 
nommen sind. Ich beabsichtige dadurch auf einen zu 
dem ursprünglichen stimmenden konsequenten Gebrauch 
hinzuweisen, der sich in der Mathematik von den Wollen 
Analyse und Synthese, analytisch und synthetisch 
niachen lässt, und der Piatz greifen müsate statt der Ver- 
wirrung, zu der in der neueren Zeit die ausschliessliche 
Anwendung des Wortes Analyse auf die algebraische Ana- 
lyais den ersten Anstoss gegeben hat. 

Eine mathematische Aufgabe geht dai'auf aus Grossen 
oder Figuren zu finden, die gewissen Forderungen genügen. 
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Bei ihrer Lösuug kann ein Erraten, class sich auf Ähn- 
liRhkeiten mit anderen Aufgaben gründet, oft wohl eine 
Rolle spielen, und es soll nicht geleugnet werden, dass 
ichtige mathematische Resultat« zueret auf diesem Wege 
licht sein können ; aber ein eolchea Erraten liegt ausser- 
ialb jeder eigentlichen Methode. Bei jeder methodischen 
Behandlung wird es darauf ankommen, die gestellten 
Forderungen zu « analysieren s . Man muss sie zuerst klar 
in Gedanken festhalten, was nur dadurch gescheheu 
kann, dass man sie sich erfüllt, die Aufgabe also ge- 
löst denkt. Demnächst kommt es darauf an, auf irgend 
eine Weise, nach Regeln, die von derartigen Aufgaben 
her bekannt sind, oder nach neu gefundenen Regeln, die 
Forderungen in neue umzuformen, die notwendigerweise 
erfüllt sind, wenn die ersten es sind, und diese Umfor- 
mung fortKUsetzen, bis man zuletzt zu Forderungen gelangt, 
die man zu erfüllen imstande ist. 

Bei dieser Analyse findet man, wie die Aufgabe 
gelöst werden muss, wenn sie sich überhaupt lösen läast. 
Die Synthese besteht dann zuerst in der wirklichen 
Ausführung dieser Lösung: in einer solchen Bestimmung 
der gesuchten Grössen und Figuren, dass die umgeformten 
Forderungen befriedigt sind. Danach wird noch ein Be- 
weis dafür verlangt, dass dann auch die uiaprüngUch 
gestellten Forderungen befriedigt sind. Dieser Beweis 
lässt sich, wenn sich keine einfacheren Wege darbieten, 
in der Regel fülu-en durch eine Umformung der Forde- 
rungen in der entgegengesetzen Reihenfolge wie diejenige 
war, die bei der Analyse benutzt wurde, so dass man 
damit schliesst, daas die Erfüllung der neuen Forderungen, 
die man an die Stelle der ursprünglichen gesetzt hat, 
auch notwendigerweise die Erfüllung dieser mit sich 
führt. Der Beweis kann fortgelassen werden oder ist 
bereits in der Analyse geführt, wenn man in dieser 
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nur solche Umformungen benutzt hat, die sich umkehren 
lassen, so dass die neuen Forderungen nicht nur die not- 
wendigen, sondern auch die ausreichenden Bedingungen 
für die alten sind, aber sonst nicht. 

Als Beispiel wollen wir die Lösung von Aufgaben 
durch algebraische Gleichungen nehmen. Indem man 
Benennungen für die unbekannten Grössen einführt und 
diese auf ganz dieselbe Weise wie die Bezeichnungen für 
bekannte Grössen in die Gleichungen eintreten lässt, die 
die gegebenen Forderungen ausdrücken, denkt man sich 
diese Gleichungen befriedigt, also die Aufgabe gelöst. 
Die vorhin erwähnte Umformung der Forderungen wird 
dargestellt durch die Umformung der Gleichungen, bis 
man zu solchen Gleichungen gelangt, die die Lösung er- 
geben. Das kann z. B. in der analytischen Geometrie 
geschehen durch Herstellung der Gleichungen für solche 
geometrischen Örter, durchweiche die Aufgabe gelöß* 
wird. Wird die Analyse auf Aufgaben angewendet, di^ 
darauf ausgehen die Werte von Unbekannten zu findeo^» 
so werden die umgeformten Gleichungen diejenigen seir^» 
in denen die Unbekannten isoliert sind. Wenn wir ur:»^ 
nur an diesen letzten Fall halten, so besteht die auf di^ 
Analyse folgende Synthese 1) in der wirklichen Aiv^' 
rechnung der durch die gefundenen Ausdrücke gegebene ^ 
Grössen, ihre Umformung nach bestimmten Regeln, z. ^^ 
ihre Verkürzung, Reduktion auf einfache Irrationalit^'" 
etc. mit einbegriffen, 2) in einer Prüfung dieser GrösseX^- 



^ Die Bezeichnung «analytische Geometrie» wollen wir in d^^ 
gewöhnlichen Bedeutung benutzen, ohne Rücksicht darauf, da-^^ 
auch andere Geometrie analytisch sein kann, und dass man au^^c 
synthetisch mit den Hülfsmitteln operieren kann, die nun einin^* 
den Anspruch erworben haben analytische Geometrie genannt ^^ 
werden. 
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Diese wird wohl in der Regel durch direktes Einsetzen 
vorgenommen, lässt sich aber auch in Übereinstimmung 
mit dem, was oben über die Bildung des synthetischen 
Beweises gesagt wurde, dadurch ausführen, dass man 
Schritt für Schritt durch die benutzten Gleichungen in 
umgekehrter Ordnung zurückgeht. Dass ein solcher Be- 
weis nicht an und für sich durch die vorangehende Ana- 
lyse überflüssig gemacht wird, weiss man aus solchen 
Fällen, in denen man durch Potenzieren einen Wurzel- 
ausdruck fortgeschafft hat. War dieser einer von den 
Werten der Wurzel, z. B. der positive Wert, einer Quadrat- 
wurzel, so weiss man, dass man dann fremde Lösungen 
einführen kann. Statt eines Beweises für die Richtigkeit 
liefert die Probe dann einen Beweis für die Unrichtigkeit 
dieser letzten Wurzeln. Die Analyse allein lässt also die 
Möglichkeit für fremde Lösungen offen. Ist die Lösung 
im voraus bekannt, so kann sie und ihr Beweis allein 
synthetisch mitgeteilt werden, aber damit ist ein anderer 
Übelstand verbunden. Ist die Aufgabe beispielsweise die 
Gleichung 

x^ — ax \- b = 0, 
oder eine Aufgabe, die, auf eine Gleichung gebracht, so 
ausgedrückt werden würde, so kann man synthetisch mit- 
teilen, dass 



-=^y©"-'' 



und unter dem Quadratwurzelzeichen die positive Quadrat- 
wurzel verstehen. Die Probe oder der synthetische Beweis 
eigiebt, dass diese Lösung richtig ist; man sieht aber 
nicht, ob sie die einzige richtige ist. 

Was hier von der algebraischen Lösung nachgewiesen 
ist, gilt allgemein : Die Analyse allein kann zu viele 
J^öBungen geben, die Synthese allein zw. ^^\s\%^. 
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Noch wollen wir untersuchen, auf welchem Punkte 
der vollständigen Behandlung sich die Bedingungen für 
die Möglichkeit darbieten. Man pflegt sie heut zu Tage 
an die vollständige Beendigung der formellen Auflösung 
anzuschliessen, die man dann diskutiert. In dem eben- 
genannten Beispiele wird aus dem gefundenen Ausdruck 

geschlossen, dass, damit x reell sein kann, l—j ^b sein 

muss. Eine solche Diskussion wird jedoch nur dadurch 
möglich, dass man durch Einführung der Benennungen 
«negative und imaginäre Grössen» auch solche Grössen 
anerkennt, die man ursprünglich nicht als Lösungen er- 
wartet hatte. Ohne diese neuen Arten von Grössen würde 
man schon an einem früheren Punkte der Analyse auf 
die Bedingung für die Möglichkeit getroffen sein. Wenn 
man beispielsweise aus der obenstehenden Gleichung ab- 
geleitet hat, dass 



('-i)'+-(i)'. 



so kann man daraus nur 

G-i)'=(i)"-' 

ableiten, wenn ( — j > ^, da die rechte Seite sonst keinen 

Sinn giebt. Die Bedingungen für die Möglichkeit werden 
also aus der Analyse ebenso abgeleitet wie die Auflösung, 
lassen sich aber ebenso wie diese in einer rein syntheti- 
schen Darstellung mitteilen. 

Das Gebiet, auf welches die Griechen die hier ge- 
schilderte Methode zur Lösung von Aufgaben anwandten, 
sind die geometrischen Aufgaben, deren Endziel, wie 
wir gesehen haben, im allgemeinen eine Konstruktion 
ist, entweder eine wirkliche mit Hülfe von Zirkel und 
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Lineal, oder eine formelle. Solange man methodisch 
die Lösung solcher Aufgaben gesucht hat, muss man nach 
unseren allgemeinen Bemerkuugen analytisch zu Werke 
gegangen sein. Eine solche BehandlungBweise muss ge- 
wiss bereits gebraucht worden sein bei der geometrischen 
Lösung der Gleichungen zweiten Grades durch die Pytba- 
goreer. Die Methode kann indes mehr oder minder he- 
wusst angewandt worden sein, denn, wie es sich oft iii 
der Geschichte der IMathematik gezeigt hat, ist faktisch 
eine Methode zu benutzen nicht dasselbe wie sie sich so 
klar zu machen, dass man sie jedesmal zur Verfügung 
hat, wenn sich der Bedarf danach herausstellt, geschweige 
denn sie so aufzustellen, dass sie auch anderen zur Ver- 
fügung steht. 

Eine Konstruktion, die in ausgeprägter Weise zeigt, 
dass sie durch Anwendung der analytischen Methode ge- 
funden worden ist, ist Archytas' Bestimmung von zwei 
mittleren Proportionalen. Er konnte nämlich unmöglich 
die Anwendung der ihm im voraus unbekannten cylin- 
drischen Kurve erraten haben, und deshalb muss es aus- 
schlieaelich die von ihm angewandte Analyse gewesen sein, 
die ihn zu ihrei' Einführung gezwungen hat, ganz wie 
wenn in einer modernen aualytiBcb-geometri sehen Unter- 
suchung ein geometrischer Ort, der bei der Lösung der 
Aufgabe zur Verwendung kommt, sich als eme Kurve 
herausstellt, von der man vorher nichts wuaste, die aber 
durch die aus der Analyse hervorgehende Gleichung deh- 
niert wird. Während wir hierdurch eine, bereits benutzt«, 
Andeutung darüber erhalten, dass die ZvuTickführung der 
Aufgaben auf die Benutzung geometrischer Örter und 
die Bestimmung dieser örter zu deu Seiten der analyti- 
schen Methode gehörte, die bereits eine gewisse Eutwicke- 
lung bei den Pythagoreern gefunden hatten, erfuhr die 
Methode durch die von Archytas' Naclifolgern Platu 
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und Eudoxus gestifteten Schulen die formelle Entwicke- 
lung, die danach bei den griechischen Mathematikern in 
dauerndem Gebrauche blieb. 

Die Anwendung der Methode und die Darstellung 
der durch sie gewonnenen Resultate bestand in einer 
Reihe von Gliedern, deren Beschreibung wir am leichte- 
sten an die elliptische Flächenanlegung (S. 47) als Bei- 
spiel anknüpfen können. Indessen wollen wir die einzel- 
nen Glieder etwas kürzer ausdrücken, als die Alten es 
gethan haben würden. 

1) Die Aufgabe wird gestellt in der sogenanntere 
Protase {jigöraoig): an eine gegebene Strecke eine gegebene 
Fläche (Quadrat) so anzulegen, dass ein Quadrat fehlt. 

2) Die Aufgabe wird ausgesprochen mit Bezug aiLrff 
eine bestimmte, gezeichnete Figur in der Ekthese (ex^ca*?) - 



n\^ 



D B 



M 



£ 
^ 



das (gezeichnete) Quadrat q soll als Rechteck an die Strec 
AB so angelegt werden, dass ein Quadrat fehlt. 

3) Man denkt sich die Aufgabe gelöst (durch d 
Rechteck AM, das das Quadrat BM fehlen lässt) 
führt sie in der Apagoge, der Transformation {dmayony^yy 
zurück auf eine bekannte Aufgabe: Ist C die Mitte v<:>^ 
AB, so wird das Rechteck KC hin auf DB gel^^ 
(als DE). Dadurch wird das Rechteck AJl/ verwand^ J* 
in einen Gnomon oder in die Differenz zwischen 4^^ 
Quadraten CB^ und CD^. Die Strecke CD muss alö^ 
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so bestimmt werden, dass dieser Gnomon dem Quadrate 
q gleich wird. 

4) In der Resolution, wie man sie genannt hat, 
wird demnächst auseinandergesetzt, wie weit man nun 
wirklich alles besitzt, was notwendig ist um die gestellte 
Aufgabe zu lösen. Im vorliegenden Falle findet das nur 
statt, wenn gr, das eben so gross sein soll wie ein von 
dem Quadrat C B^ abgeschnittener Gnomon, kleiner als 
dieses Quadrat ist. Wenu man dies bemerkt hat, so hat 
sich dadurch allerdings ein Mangel an der gestellten Auf- 
gabe herausgestellt. Es ist nämlich, wenigstens in der 
überlieferten Litteratur, Regel, dass die Aufgaben mit 
einer solchen Begrenzung gestellt werden, dass sie gelöst 
werden können. Dadurch erhält man statt der Aufgabe, 
die wir hier zu stellen versucht haben, teils ein Theo- 
rem, teils ein enger begrenztes Problem. Das Theorem 
(das sich in einer etwas allgemeineren Form in Euklid 
VI, 27 findet) muss darauf hinaus laufen, dass ein Recht- 
eck, so an eine Strecke angelegt, dass ein Quadrat fehlt, 
kleiner ist als das Quadrat über der halben Strecke, oder, 
wenn man will, dass ein Rechteck kleiner ist als ein 
Quadrat von demselben Perimeter. Das Problem (das in 
allgemeinerer Form in Euklid VI, 28 behandelt wird) 
wird dasselbe wie dasjenige, dessen Lösung hier versucht 
ist, nur mit dem Zusatz, dass das gegebene Quadrat kleiner 
sein muss als das Quadrat über der Hälfte der gegebenen 
Strecke. Dieser Zusatz zur Protase wird der Diorismus 
{dioQiofiog) oder die Abgrenzung der Aufgabe genannt. 
In der Ekthese muss femer von den Figuren, die man 
annimmt, ausgesprochen werden, dass sie die Bedingung 
{q <I C B'^) erfüllen. Durch die Abgrenzung, die wir uns 
nun also in die Protase und Ekthese eingeführt denken, 
wird, wie wir sehen werden, die Resolution ganz über- 
flüssig; denn nun wird der Versuch, ob die Avii^^\i^ ^\0f 
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durch das Vorliegeude Iöbcd läsBt, gelingen, und die Ü^l 
Solution wird dann mit der in der SjTithese folgendf^f 
Angabe, wie sie zu lösen ist, ganz zasammenfallen. Seh^V 
wir dagegen nicht auf die überlieferten Mitteilungen über 
Resultate von zn Ende geführten Untersuchungen, sondern 
auf die Anwendung der Methode auf neue Untersuchungen, 
80 muBS die Resolution eine wichtige Rolle gespielt haben. 
Während der Analyse hat man nämUch beständig prüfen 
müssen, ob die Apagoge weit genug geführt sei um die 
Aufgabe lösen zu können ; ausserdem ist aber die Resolu- 
tion ein Mittel gewesen um das zu erreichen, was wir 
bereits (S. 92} als ein Hauptziel für die Behandlung von 
Aufgaben genannt haben, nämlich die ursprüngliche Auf- 
gabe in das Theorem und in das Problem zu zerlegen, durch 
die man sich versichert, dass die Bedingungen für die 
Existenz der verlangten Figur beziehungsweise notwendig 
und ausreichend sind. Sowohl in dem angeführten Bei- 
spiel wie im allgemeinen ist das, was man durch diese 
Methode erreicht hat, die Bestimmung eines Maximums 
oder eines Minimums. 

Was die Resolution auch liefern sollte, das ist die 
Zahl der Auflösungen. So ist im vorliegenden Falle zu 
bemerken, dass es, wenn Cö^ die richtige Grösse erhält, 
gleichgültig ist, ob D auf die eine oder die andere Seite 
von C fällt, ein Umstand, auf den man gleichzeitig mit 
der Entdeckung des Maximalwertes von q hat aufmerksam 
werden können. Indessen legten die Griechen, die sich 
durch die Konsti-uktion nameuthch davon überzetigen 
wollten, dass die Figur überhaupt existieite, darauf kein 
sonderliches Gewicht. Da in anderen Fällen die Mehr- 
deutigkeit einer Aufgabe auf der Mehrdeutigkeit derjenigen 
beruht, auf die sie zurückgeführt wird, so wird sie, wenn 
sie bei den letzteren unbeachtet geblieben ist, auch nicht 
bei der Analyse der ersteren bemerkt worden sein. Wegen 
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dieser ünMrlassung mussten Fälle, bei denen die Mehr- 
deutigkeit den Griechen von einiger Wichtigkeit zu sein 
schien, zum Gegenstande besonderer Untersuchung gemacht 



Die Transformation und Resolution uiachen die An a- 

iB, durch welche die Auflösung gefunden wird. 

Darauf wird die gefundene Lösung in der Synthese 

gestellt. Diese enthält: 

5) Die Konstruktion (xaTaouBVi^), in der das Ge- 

(Uchte mit Hülfe der anerkannten Konstruktion amittel 

tustande gebracht wird. Es ist jedoch keine Bede davon 

He Einzelheiten namhaft zu machen, sondern nur davon, 

Hie von früher her bekannten Konstruktionen anzugeben, 

denen die verlangte sich zusammensetzen läeat: in 

Rinserem Beispiel die Bestimmung von CD durch den 

r^iythagoreiHchen Lehrsatz u. s. w. Die Konstruktion wird 

rÄlso nur mit einer kleinen Formveränderung eine Wieder- 

B'holtmg dessen, was in der Resolution gesagt ist. 

6} Darauf wird der Beweis (äjiodei^tg) dafür geführt, 
dass die Konstruktion wirklich die verlangte Figur zustande 
gebracht hat. Dieser wird in der Regel durch Anwendung 
derselben Schlüsse geführt, die in der Transformation in 
umgekehrter Reihenfolge benutzt worden sind. So wird 
im Beispiel das Rechteck A M aus der Gnomonfigur da- 
durch gebildet, dass das Rechteck DE auf A C gelegt 
wird. 
I 7) Endlich legt man sich in der Konklusion {av/t- 

WXiQaafm) Rechenschaft darüber ab, dass man wirklich 
daB verlangte Ziel erreicht hat. Das geschieht durch eine 
Wiederholung der Protase, eingeleitet durch «also ist u.s.w.» 
und abgeschlossen durch swas zu thun war». 

Während die Analyse, die in 3 und 4, der Trans- 
formation und Resolution, enthalten ist, namentlich me- 
thodische Bedeutung für das Finden der AuÖösung gehabt 
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hat, ist sie nicht notwendig, wenn es nur darauf ankommt 
das Gefundene auf eine unanfechtbare Weise dar- 
zustellen, und das war stets der Hauptzweck bei den 
schriftlichen Mitteilungen der Griechen. Sie wird deshalb 
sehr oft ausgelassen, so dass die Darstellung nur noch 
aus den Abschnitten besteht, die wir hier mit 1, 2, 5, 6, 7 
bezeichnet haben; dadurch gelangt man zu einer Darstel- 
lungsform, die wir synthetisch nennen würden. Diese 
synthetische Darstellungsform wird namentlich benutzt 
bei der systematischen Behandlung einer ganzen Theorie, 
deren einzelne Konstruktionen den Verfassern im voraus 
mehr oder weniger bekannt gewesen oder in weiterem Zu- 
sammenhange gefunden sind, wie in Euklids Elementen 
und in dem grössten Teile von Apollonius' Lehre von 
den Kegelschnitten. Übrigens erfährt man eigentlich auch 
nicht mehr an den Stellen, wo die Analyse mitgeteilt wird; 
denn erstens lässt sich nach dem Gesagten die Trans- 
formation durch Umkehrung aller Schlüsse des Beweisen 
bilden, und die Resolution fällt dann mit der Konstrut — 
tion zusammen; und zweitens ist die Analyse, die mit> — 
geteilt wird, nur die Analyse der durch den Diorismu ^^ 
abgegrenzten Aufgabe und nicht — wie in unserem um.r-- 
sprünglichen Beispiele — diejenige, die zur Abgrenzua 
geführt hat. 

Nachdem wir so ausführlich über die Analyse mi- 
die damit verbundene synthetische Darstellung von 
blemen gesprochen haben, können wir rascher über 
Anwendung dieser Methode und der entsprechenden Form^^ 
auf Theoreme hinweggehen. Die synthetische Da- ^»-"' 
Stellungsform besteht hier zunächst aus ganz denselb^^^'^ 
Gliedern oder kann jedenfalls daraus bestehen; nur mi»-^^ 
man in diesen überall Theorem an die Stelle von Probl^ 
setzen. Die Konstruktion besteht hier nur in der Ko 
struktion der zum Beweise erforderlichen Hülfslinien, u 
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fehlt, wenn solche nicht nötig sind, und die Konklusion 

ßchliesst hier mit den Worten «was zu beweisen war». 

^iese selben Glieder, die, wie man sieht, auch für die 

Theoreme logisch ausreichend sind, findet man deshalb, 

sowohl was Probleme als was Theoreme betrifft, überall 

bei Euklid. 

Indessen kann auch mit Bezug auf Theoreme von 
einer eigentlich analytischen Methode die Rede sein, 
öiese lässt sich benutzen, wenn man prüfen will, ob ein 
rtieorem, das von anderen mitgeteilt ist, oder dessen Auf- 
stellung vielleicht durch Erraten geschehen ist, richtig ist 
oder nicht. Man beginnt damit, die Richtigkeit des Theo- 
reixies, das wir A nennen wollen, vorauszusetzen; dann 
formt man dieses, ganz wie in der bei den Problemen 
a-ngewandten Apagoge oder Transformation durch eine 
R-eihe von Schlüssen mn, bis man sieht, dass es zu einem 
^euen Resultate K führt, von dem man weiss, dass es 
richtig ist oder falsch. Im ersten Falle ist noch nur eine 
Möglichkeit dafür vorhanden, dass A richtig ist, aber 
keinerlei Gewissheit. K kann aus einer Schlussreihe her- 
"vorgegangen sein, in der nur scheinbar Gebrauch von A 
gemacht ist; auch wenn man moderne algebraische Hülfs- 
mittel benutzt, kann das geschehen, z. B. wenn man auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens ohne es zu merken 
mit einer zusammengeseszten Grösse multipliciert hat, die 
in Wirklichkeit Null wird. Wenn man aus A das rich- 
tige Resultat K abgeleitet hat, so muss die Richtigkeit 
von A dadurch geprüft . werden, dass man womöglich 
die in der Aufgabe durchlaufene Schlussreihe zurück ver- 
folgt, so dass also die Richtigkeit von K diejenige von A 
mit sich führt. Ist das der Fall, so hefert diese um- 
gekehrte Schlussreihe den Beweis für die Richtigkeit von 
A, und man begnügt sich damit, diesen Beweis in der 
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oben erwähnten synthetischen Darstellung mitzuteilen mit 
Auslassung der Analyse, die dazu geführt hat. 

In dem Falle, wo das aus der Annahme A abgelei- 
tete Resultat falsch ist, kann man dagegen unmittelbar 
schliessen, dass auch A falsch ist. Dies, oder, wenn A 
und B zwei Behauptungen sind, von welchen notwendig 
die eine richtig sein muss, die Behauptung, dass B rich- 
tig ist, kann man also als Theorem aufatellen und den 
Beweis dadurch führen, dass die Annahme, B unrichtig 
oder A richtig, zu dem unrichtigen Resultat K führen 
würde. Ein solcher antithetischer Beweis ist apagogisch, 
also eigentlich analytisch. Da er indessen volle Sicher- 
heit dafür gewährt, dass die Behauptung B richtig ist, so 
wird er vielfach in Schriften gebraucht, in denen die Dar- 
stellung sonst synthetisch ist, häufig z. B. in Euklids 
Elementen. Die antithetische Beweisform wurde auch 
von Dinostratus auf die Quadratrix angewandt (S. 77) 
und wird, wie wir sehen werden, immer im Exhaustions- 
beweise benutzt. 

Ein Beispiel dafür, dass ein Theorem nicht aus einer 
Analyse des versuchsweise aufgestellten Theoremes selbst 
oder dessen Umkehrung hervorzugehen braucht, sondern 
aus der Analyse eines damit verbundenen Problemes, 
hatten wir dagegen in dem Theorem, das ausgeschaltet 
wurde, als wir oben versuchten die elliptische Flächen- 
anlegung in zu grosser Allgemeinheit aufzustellen, dass 
nämlich ein Rechteck, das so an eine Strecke angelegt 
wird, dass ein Quadrat fehlt, nicht grösser ist als das 
Quadrat über der halben Strecke. Der synthetische Be- 
weis für den etwas allgemeineren Satz bei Euklid VI, 27 
wird in Übereinstimmung mit jener Analyse (S. 99) geführt. 
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H 'Elemente*; analytische Hülfsmittel. 

B Ob man die Analyse benutzt um die Lösung eüier 
B.ufgabe oder den Beweis für einen Lehrsatz zu finden, 
l'Oder ob man die Synthese benutzt um das gefundene 

darzustellen, immer ist die Lösung aus Lösungen von 

einfacheren Aufgaben zusammengesetzt und der Beweis 

. auf der Richtigkeit von einfacheren Siitaen aufgebaut. 

» wird also vorausgesetzt, dass man im voraus im Be- 

B von solchen ist. Um eich auf den hier beschriebenen 

fPegen vorwärts zu arbeiten, muss man im voraus eine 

umlung einfacherer Lösungen von Aufgaben und ein- 

leherer Lehrsätze haben, die man als Ausgangspunkt 

benutzen kann. Die Werke, welche solche Sammlungen 

enthalten, heissen Elemente. 

Die ersten Elemente, von denen berichtet wird, waren 
von Hippokrates geschrieben; aber leider kennen wir 
nicht dies aus so früher Zeit stammende Werk des erfin- 
dungsreichen und, wie es scheint, von den philosophischen 
Schulen ziem heb im abhängigen Geometera. Die reellen 
und formellen Fortschritte, die mittlerweile in den Schulen 
gemacht wurden, wurden später in neue Elemente auf- 
genommen. Einer von diesen Fortschritten, die Abgren- 
zungen oder Diorismen, werden dem nächsten Verfasser 
von Elementen, Leon, zugeschrieben, der sie also wohl 
mit in seine Elemente aufnahm. Seine und andere spätere 
Elemente sind verloren gegangen, nachdem diejenigen von 
Euklid die Alleinherrschaft gewonnen hatten, die sie wäh- 
rend mehr als 2000 Jahren überall da behalten sollten, 
wohin die griechische Mathematik vorgedrungen war. 

Mit diesem Hauptwerk wollen wir uns recht ausführ- 
ich beschäftigen. Es wird sich dann auch beim Studium 
idies68 Werkes zeigen, wie solide es aus synthetisch dar- 
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gestellten Problemen und Theoremen zusammengesetzt ist, 
und eine wie sichere Grundmauer es abgeben musste für 
die mathematischen Gebäude, die darauf aufgeführt wurden. 
Bei den hierzu führenden weitergehenden Untersuchungen 
konnte sich jedoch neben den durch und durch auf lo- 
gische Sicherheit berechneten Elementen das Bedürfnis 
nach Hülfsmitteln geltend machen, die eine für die ana- 
lytische Arbeit bequemere Form besassen. Beispiele für 
darauf hinzielende Arbeiten lassen sich auch aus der Zeit 
vor und nach Euklid und ebenso von ihm selbst anführen. 
So soll Hermotimus, ein Nachfolger von Eudoxus, 
über geometrische Örter geschrieben haben, vermutlich 
über die sogenannten ebenen Örter, d. h. solche, die durch 
Gerade und Kreis dargestellt werden. Über denselben Gegen- 
stand hat der grosse Geometer Apollonius später zwei 
Bücher geschrieben, über deren Inhalt Referate vorliegen, 
die in der neueren Zeit einen nicht geringen Einfluss auf 
die Bildung der analytischen Geometrie erhalten haben. 
Als ein Hülfsmittel bei der Anwendung der anal3Üschen 
Methode haben wir ferner Euklids Data zu erwähnen. 
Dieses Werk geht, was seinen Inhalt betrifft, nicht über 
die «Elemente» hinaus, sondern teilt deren Inhalt in 
anderer Form mit. Die Sätze desselben gehen nämlich 
sämtlich darauf hinaus, dass, wenn gewisse Grössen oder 
Stücke einer Figur «gegeben» sind, gewisse andere es 
auch sind, d. h. durch die ersten bestimmt sind. D^^ 
ersten Sätze des Buches sagen aus, dass gegebene Grössen 
ein gegebenes Verhältnis, eine gegebene Summe u. s. w- 
haben, ein späterer, dass gegebene Geraden sich in einem 
gegebenen Punkte schneiden; andere stellen die Bedin- 
gungen dafür fest, dass ein Dreieck der Art nach gegeben 
ist, d. h. einem gegebenen ähnlich wird; noch andere 
teilen mit, dass zwei Grössen, deren Summe oder Differenz 
und deren Rechteck gegeben ist, selbst gegeben sind u. s. ^- 
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Die Bedeutung dieses Buches als analytisches Hülfs- 
mittel ist einleuchtend. Es kam zunächst in der »Trans- 
t'ormations darauf an, aus der, eventuell mit Hülfsünien 
versehenen, Figur solche bekannte Stücke herauszufinden, 
die unbekannte Stücke bestimmen. Wenn man dann in 
der «Resolution» Auskunft darüber gehen soll, dass man 
wirklich im Besitze des für die Lösung der Aufgabe Er- 
forderlichen ist, so kann das dadurch allein geschehen, 
dass man die Sätze in der Form anführt, in der sie sich 
in den Data finden. 

Die einzeluen Sätze in Euklide Data gewähren uns 
ungleich einen Einblick in einige der specielleren analy- 
tischen Methoden, die man zur Verfügung hatte. So ist 
in den Data nicht nur die Rede davon, welche Stücke 
tin Dreieck bestimmen können, sondern auch davon, 
ivelche nur seine Gestalt bestimmen. Es liegt nahe hier> 
ftus zu Bchliessen, daas man nicht nur Aufgaben dadurch 
löste, dass man in der Figur Dreiecke aufsuchte, mit dereu 
vollständiger Konstruktion die Aufgabe beginnen konnte, 
sondern auch dadurch, dass man solche suchte, deren 
(iestalt allein bestimmt war. Die Konstruktion eines Drei- 
ecks von dieser Gestalt konnte im allgemeinen nur der 
Ausgangspunkt sein für die vorläufige Konstruktion 
einer Figur, die der gesuchten ähnlich war; hinter- 
''t^i" würde dann die wirkliche Gröaee einer oder der anderen 
'-'^'Xeke einzuführen sein. In der griechischen Mathematik 
'^ea in der That Aufgaben vor, die auf diesem Wege 
S^löst sind. 

Die Zurückführung einer Aufgabe auf die Bestimmung 
'^^^'eier Grössen durch ihr Produkt (Rechteck) und ihre 
'■'^uiine oder Differenz, also auf die geometrische Lösung 
"■^ö Gleichungen zweiten Grades, wird durch die zuletzt 
^^igeführtan Sätze aus den Data als eine brauchbare Me- 
^g^!^ lierTOisehobeii. Sie ist vop den griechJBcben Mathe- 
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matikern vielfach angewandt worden. Wir werden später 
sehen, dass andere Sätze der Data eine ähnliche Bekannt- 
schaft mit verwickeiteren Gleichungen verraten, die durch 
Proportionen und geometrische Algebra ausgedrückt sind. 



13. Überblick über Euklids Elemente; 
synthetisches Lehrgebäude. 

Euklids Elemente bestehen aus 13 Büchern, zu 
denen man in den meisten Ausgaben eine Arbeit von 
Hypsikles als 14tes, und eine jüngere und unbedeutendere 
Arbeit als 15tes Buch hinzugefügt hat. 

Das erste Buch enthält die wichtigsten Sätze über 
Seiten und Winkel in Dreiecken, über Konstruktion von 
diesen, über senkrechte und parallele Geraden, über Pa- 
rallelogramme und über ihren und der Dreiecke Flächen- 
inhalt. Das 2te Buch enthält die bereits benutzte Grund- 
lage für die geometrische Algebra, das 3te die Lehre vom 
Kreise und von Linien und Winkeln im Kreise, auch den 
Potenzsatz. Das 4te Buch handelt von ein- und um- 
beschriebenen Vielecken, darunter namentlich von der 
Konstruktion des regelmässigen Dreiecks, Vierecks, Fünf- 
ecks, Sechsecks und Fünfzehnecks. 

Euklids persönliche Arbeit an diesen Büchern ist 
wohl besonders' darauf ausgegangen, diesen bekannten 
Stoff genauer als bisher geschehen darzustellen in Über- 
einstimmung mit den mittlerweile gestellten strengeren 
formellen Ansprüchen. Eine eigentliche mathematische 
Arbeit kann indessen auch damit verbunden gewesen sein. 
Die Proportionen wurden nämlich, wie wir bereits gesehen 
haben, in der Geometrie angewendet, auch bevor die 
exakte Proportionslehre des Eudoxus entstanden war. 
Wenn man dann in vielen Fällen gleichwohl seine Zu- 
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flucht ZU einer Proportionslehre nehmen musste, die nur 
auf der Lehre von rationalen Gröaeeu aufgebmit war, , bo 
kam es nicht sonderlich darauf an, ob sie etwas früher 
oder später benutzt wm-de, Euklid dagegen kannte Eu- 
doxus' Lehre von den Proportionen. Diese war Indeeseu 
zu neu, als dass sie ihren Platz am Anfange dea Systemes 
hätte bekommen können, und musste deshalb bis auui 
öten Buch aufgeschoben werden. Vorher musat« also jede, 
offene oder versteckt«, Benutzung der Proportionen und 
der Ähnlichkeit absolut vermieden werden. Es liegt z. B. 
nahe anzunehmen, dass es gerade diese Rücksicht war, 
die Euklid — wie früher berührt — dazu zwang, den 
Beweis für den pythagoreischen Lehrsatz zu erdenken, der 
sich am Schlüsse seines ersten Buches findet. Um es 
verständlich zu machen, dass es überhaupt möglich war 
so weit ohne Proportionen zu gelangen, will ich daran 
erinnern, dass mit Hülfe der geometrischen Algebra die 
Sätze über die Potenz eines Punktes mit Bezug auf einen 
Kreis (in, 35 — 37) bewiesen worden waren. Diese Sätze 
werden benutzt um ein gleichschenk eUges Dreieck zu kon- 
struieren, in dem der Winkel an der Spitze halb so gross 
ist wie ein Winkel an der Grundhnie (IV, 10); die Grund- 
linie ist dann Seite eines regelmässigen Fünfecks, das 
denselben um beschriebenen Kreis hat wie dieses Dreieck 
(IV, 11). 

Im öten Buch wird dann die Proportion siehre des 
Eudoxus dargestellt, und im öten Buch deren Anwen- 
dungen nicht nur auf die Geometrie, sondern, wie wir 
sehen werden, auch auf die Erweiterung der geometrischen 
Algebra. Die Konstruktion der mittleren Proportionale 
und die stetige Teilung einer Strecke, die im 2ten Buche 
in einer anderen Form mit Hülfe der geometrischen Alge- 
bra erhalten waren, kommen hier wieder vor, aber dies- 
mal mit Hülfe der Proportionen abgeleitet, nämlich in 
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VI, 13 und 30. Wie viele von den einzelnen Sätzen und 
Beweisen in diesen Büchern von Eudoxus herrühren, 
und wie viele früher mit einer weniger entwickelten Lehre 
von den Proportionen verknüpft waren, wissen wir nicht. 
Euklid gebührt sicher die Ehre dafür, alles zu einem 
systematischen Ganzen verarbeitet zu haben. 

In dieses Ganze hat er jedoch nicht die specielle 
Lehre von rationalen Grössen und den ganzen Zahlen, 
durch deren Verhältnisse sie ausgedrückt werden, hinein- 
gearbeitet. Diese wird im 7ten bis 9ten Buch dargesteUt, 
folgt also wohl auf die allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen, ist aber nicht auf diese aufgebaut. Die Beweise 
sind wahrscheinlich dieselben, die man vor Eudoxus' 
Zeit benutzt hat, und von denen die Resultate damals 
auch auf irrationale Grössen übertragen wurden. 

Die irrationalen Grössen selbst werden im lOten Buch 
behandelt. Hier findet sich diejenige Klassifikation von 
ihnen, die Theätet begonnen hatte (vergl. S. 57), die aber 
von Euklid vollendet worden sein soll. Hier und bei 
der Anwendung der Klassifikation auf die Bestimmung 
der Stücke der regulären Polyeder findet sich wohl Bu- 
klids bedeutendste persönliche Arbeit. 

Vor dieser Anwendung ist es jedoch nötig die ele- 
mentare Stereometrie zu entwickeln. Das geschieht ioa 
Uten Buch. Die Berechnung des Volumens der Pjnramid® 
verlangt infinitesimale Grenzbestimmungen; diese gewiu^i* 
man, wenn sie auch formell umgangen werden, durch 
den Exhaustionsbeweis von Eudoxus, der dafür lO^ 
12ten Buch verwandt wird, nachdem er zuerst zu der 
zweiten in der elementaren Geometrie notwendigen Greuz- 
bestimmung benutzt worden ist: zu dem Beweise daftr, 
dass zwei Kreise sich wie die Quadrate über ihren Durch- 
messern verhalten. Erst im I3ten Buch kommt die Be- 
stimmung der Stücke der regulären Polyeder. 
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Wie man sieht sind bis zu einem gewissen Grade 
gleichartige Stoffe, wie die Lehre von den irrationalen 
Grössen, und gleichartige Methoden, wie die Anwendungen 
des Exhaüstionsbeweises, zusammengestellt. Zum Teil ist 
diese Zusammenstellung jedoch auf Rechnung der früheren 
historischen Entwickelung zu stellen, Euklid kann jeden- 
falls erst in zweiter Linie Rücksicht darauf nehmen. Mit 
Rücksicht auf die in der vorhergehenden Zeit entwickelten 
strengen logischen Principien, zu deren weiterer Verschär- 
fting Euklid durch seine Schrift über Fehlschlüsse 
beigetragen hatte, war die logische Unanfechtbarkeit die 
Hauptsache. Während diese für das einzelne Problem 
oder Theorem, wie wir gesehen haben, durch die synthe- 
tische Darstellung verbürgt wurde, kam es darauf an, so- 
wohl innerhalb jedes einzelnen Buches wie im ganzen 
Werke, die einzelnen Probleme und Theoreme so zu ord- 
nen, dass die Grundlage, auf der, und das Material, aus 
dem jedes neue aufgeführt werden sollte, bereits durch 
die vorhergehenden hergestellt war. Mit Bezug hierauf 
liaben wir angeführt, dass nicht einmal der Mittelpunkt 
^iner Strecke in einem Beweis benutzt werden durfte, be- 
^or nicht seine Existenz durch Konstruktion bewiesen 
forden war. 

Eine solche Zusammenfügung von Sätzen, in der 
^^an, wie in einem synthetischen Beweise für einen ein- 
zelnen Satz, von dem Bekannten zu dem Unbekannten 
übergeht, sich also vom Einfachen und Einzelnen zum 
Zusammengesetzteren und Allgemeineren erhebt, wollen 
wir ein synthetisches Lehrgebäude nennen — ohne 
dass jedoch aus dem Altertum eine unmittelbare Berechti- 
gung für diese Bezeichnung vorliegt. In einem solchen 
Lehrgebäude ist der Ausgangspunkt und der Schluss von 
besonderer Bedeutung. 
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Was den Auagangapiinkt betrifft, eo ist es kl 
den Problemen, deren Lösungen aus solchen zusammen- 
gesetzt sind, die durch frühere Probleme gegeben i^urdeu, 
Ußd den Theoremen, deren Beweise auf frühere Theoreme 
undPi'obleme aufgebaut sind, gewisse erste Konstruktionen 
vorangehen müssen, deren Auaführuug ohne weiteres als 
bekannt betrachtet wird, und gewisse erste Behauptungen, 
deren Richtigkeit als unmittelbar eiiileuuhtend angesehen 
wird. Die ersteren heiaaen bei Euklid Postulate odtr 
Forderungen iatn^/iaTa), die letzteren allgemeine An- 
nahmen {xoivai ftvotai); statt des letzteren Wortes wird 
jedoch gewöhnlich das bei anderen, namentlich phüosti- 
phiachen Schi-iftatellern vorkommende Axiome {d^iw/Mita) 
genommen. Vor diesen beiden Arten von Voraussetzungen 
müssen die Begriffe aufgestellt werden, von denen diese 
Voraussetzungen gelten. Das geschieht in den Defini- 
tionen (Sgot). Mit den Begriffen und Voraussetzungen, 
die in dieser Weise von Euklid aufgestellt werden, wollen 
wh- uns demnächst beschäftigen. Dadurch lernen wir 
denn auch die Ansprüche kenneu, die die Alten im ganzen 
an ihi-e Voraussetzungen stellten. 

Ausser den Voraussetzungen zieht bei einem synthe- 
tischen Lehrgebäude auch der Schtusa eine gewisse Auf- 
merksamkeit auf sich, da es bei der ganzen Anordnijng 
den Anschein erhält, als ob alles Vorhergehende als Grund- 
lage für diesen Schiusa mitgenommen ist. Wie bereits 
erwähnt achliesaen Euklids Elemente mit der BeatirauiWß 
der Stücke der regulären Polyeder und der daraus f"'' 
genden Konstruktion der Polyeder. Dies ist ganz gewi^ 
nicht Euklids einzigea Ziel geweaeu, denn im Verla'J* 
seiner Arbeit nimmt er vieles mit, was weder dii^ekt ßO"" 
indirekt für diese Bestimmung benutzt wird; er hat äis° 
eine aligemeine Grundlage für weitei'gehende matbeioa' 
tische Untersuchungen hej^stellt und sicherlich auüi' 
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Serstellen wolleu. Die grosse Bedeutuog, die der Kon- 
fitruktion der regulären Polyeder als SchluBsstein seiner 
Arbeit zukommt, ist jedoct die Veranlassung geweeeu, 
dasB Arbeiten anderer Schriftsteller über diese Polyeder 
bereits in sehr alte Ausgaben des Euklid als lites und 
lötes Buch aufgenommen sind. 

In bestimmterer Weise geht die Behandlung im er- 
sten Buche, für sich allein genommen, darauf aus, gerade ■ 
das mitaubekommen, was logisch notwendig ist, um die 
erforderliche Grundlage für die im nächsten Buche ent- 
wickelte geometrische Algebra zu erreichen. Diese wird 
lier Schlussstein des ersten Buches, nämlich der Satz vom 
Gnomon, I, 43, und der pythagoreische Lehrsatz, I, 47. 
Auch hier wird jedoch ein vorläufiges Ziel mitgenommen, 
das mitten ina Buche in Verbindung mit der für das 
Hauptziel notwendigen Parallelenthcorie erreicht wird, 
närulich der Satz (32} über die Winkelsumme eiues Drei- 
ecks. Im übrigen enthalt das Buch Sätze über die Lage 
gerader Linien gegen einander, über senkrechte und pa- 
rallele Geraden mit zugehörigen Konstruktionen, über 
Kongruenz und Konstruktion von Dreiecken, und über 
I '^IB Abhängigkeit zwischen Gleichheit und Ungleichheit 
'ÖD Seiten und Winkeln in einer Veimengung, die nur 
Wenig übersichtlich ist, die aber eine Folge ist von der 
''^'gisch wohl gesicherten Methode, nach der die Sätze all- 
^"lählich auf einander aufgebaut eind. Beispielsweise wollen 
' anführen, daas die Sätze über Kongruenz der Dreiecke 
1 in 4, 8 and 26 finden, und dass Euklid keine Ver- 
iung nimmt die Kongruenz von Dreiecken zu unter- 
, die in einem Winkel, einer anhegenden und einer 
^^Diiberliegenden Seite übereinstimmen. Für Sätze hier- 
über hat er nämlich keine Vei-wendung; dagegen behandelt 
f im 6ten Buche, wo er Sätze über die Ähnlichkeit der 
Bk« aueammenstellt, auch den hierher gehöngen 
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Fall. Am Schlüsse des Buches sind die Sätze über Plä- 
cheDgleichheit mehv zueammengerückt. 

Da wir hier den Begriff synthetisches Lehrgebäude auf- 
gestellt haben, so wollen wir des Gegensatzes wegen — und da 
wir auch, abgesehen von der Anwendung auf die Schriften der 
Alten, wünschen zu voller Klarheit über die Begriffe Analyse nud 
Synthese zu gelangen — berühren, was wir unter einem analyti- 
schen Lehrgebäude verstehen würden. Während man sich in 
dem synthetischen Lehrgebäude erst allmählich zu der Betrachtung 
von zusammengesetzteren und allgemeineren Verhältnissen erhebt, 
nimmt man im analytischen Lehrgebäude ein allgemeines 
Princip, dass gerade durch seine Allgemeinheit eine gewisse Ein- 
fachheit besitzen kann, zum Ausgangspunkt und entwickelt von 
diesem aus die Verhältnisse, die in den verschiedenen einzelnec 
Fällen zur Geltung gelangen müssen. Eine Behandlung der Geo- 
metrie, bei der man mit der geraden Linie und dem Kreise anfängt 
und sich demnächst durch die Kegelschnitte zu Kurven höheren 
Grades erhebt, ist ihrer ganzen Anlage nach synthetisch, seibat 
wenti die Einzelheiten analytisch behandelt werden; eine Behand- 
lung aber, bei der man sofort die Eigenschaften allgemeiner Karvea 
untersucht und daraus im besonderen Sätze über die Gerade oder 
die Kegelschnitte ableitet, ist ihrer Anlage nach analytisch. Ein 
ausgeprägtes Beispiel für eine analytische Behandlangswetse besitzen 
wir in der analytischen Mechanik von Lagrange, in der alles aos 
dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten abgeleitet wird. Wäxe 
dies Princip selbst nur als eine Hypothese aufgetasst, die durch 
ihre Anwendungen oder Konsequenzen bewiesen werden sollte, so 
würde das Verfahren ganz übereinstimmen mit der bereits erwähnten 
Anwendung der analytischen Methode auf einzelne Sätze. Ist dss 
Princip dagegen wie bei Lagrange im voraus sicher gesteiit, p" 
ist das angewandte Verfahren dennoch wesentlich dasselbe, '0'^'^ 
wenn man es analytisch nennt, so stimmt das immer noch zn du 
früher gebrauchten Anwendung dieses Wortes. Im übrigen wiril 
in der Regel durch ein synthetisches Fortschreiten vom Specielleren 
zum Allgemeineren der allgemeine Gesichtspunkt- gewonnen wertoi, 
der der Ausgangspunkt für ein analytisches Lehrgebäude ist. 
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14. Euklids geometrische Voraussetzungen. 

Die Voraussetzungen, auf denen Euklid die Geometrie 
aufbaut, muss man in den Definitionen, Postulaten und 
Axiomen suchen, die an der Spitze seiner verschiedenen 
Bücher stehen. Besonderes Interesse haben diejenigen, 
^ie zum ersten Buche gehören, da sie und die nach und 
liach darauf aufgebauten Resultate auch den folgenden 
zu Grunde liegen. Bei diesen wollen wir deshalb hier 
Namentlich verweilen, sie jedoch sofort durch einige der 
^ andere Bücher eingeführten neuen Voraussetzungen er- 
gänzen. Diejenigen, die in Verbindung mit besonderen 
Theorien, wie mit der Lehre von den Proportionen, stehen, 
Collen wir jedoch erst in Verbindung mit diesen Theo- 
^en besprechen. 

Bei dem ersten Durchlesen von Euklids Definitionen, 

-f^ostulaten und Axiomen wird man gewiss finden, dass 

^i© keineswegs auf gleicher Höhe mit den formellen und 

^^gischen Ansprüchen stehen, die die Alten nach unserer 

aussage erhoben haben. Beispielsweise wird man sehen, 

^^86 verschiedene von den Definitionen gar nichts von 

^^tn sagen, was definiert werden soll, und keine Sicher- 

^^it dafür gewähren, dass wirklich etwas existiert, was 

^^ti Definitionen entspricht. Die Definition der geraden 

"•^itiie sagt nichts mehr, als wenn man gesagt hätte: es 

S^^bt eine gewisse Art von Linien, die gerade heissen. 

^as es für Linien sind — also die Eigenschaften der 

"*^itiien, die man in unseren Tagen für die Definition be- 

^^tzen würde — das wird erst in den Postulaten aus- 

S^Sagt, die also sagen: wir wollen davon ausgehen, dass 

^ie gerade Linie die und die Eigenschaften hat. Auch 

^i^ Postulate und Axiome sind zum Teil mit j iner Kürze 

^^sgedrückt, die sie rätselhaft erscheinen lassen kann 

^d einen starken Gegensatz zu der vorsichtigen Ausführ- 
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lichkeit bildet, mit der alles io den eigentlichen mat 
matischen Sätzen und ihren Beweisen behandelt wird. 

Die Sache ist die, daes in die Definitionen, Postulate 
und Axiome aUee das verwiesen wird, zu desaen Voraus- 
setzung im Lehrgebäude der Mathematiker berechtigt 
sein will, ohne weder eine Erklärung oder Beschreibung 
vom »wie», oder eine Begründung vom «weshalb» m 
gellen. Es ist seine Sache im voraus ein genaues Ver- 
zeichnis von dem zu geben, was er voraussetzen will, 
und dieses muss so deutlich sein, dass es, sobald er es 
benutzen soll, klare Auskunft giebt, so dass es dann 
klar wii'd, dass er weder mehr noch weniger gebraucht 
als das, wozu er sich das Recht ausbedungen hat; die 
Abstraktionen aber, die dazu geführt haben die Begrifie 
aufzustellen und ihnen in Poatulaten und Axiomen gerade 
diese bestimmten Eigenschaften beizulegen, ja selbst öd 
vorläufiger Nachweis darüber, dass er wirklich die Fwde- 
rung erfüllt habe, ihnen weder zu viele noch zu wenige 
Eigenschaften beizulegen, gehen ihn nichts an. Er ist 
als Mathematiker nur verantwortlich dafür, dass derjenige, 
der ihm alle diese Dinge einräumt, hinterher dnrob 
seine sicheren Schlüsse gezwungen werden muss alles das 
einzuräumen, was er daraus ableitet. Dabei muss es sieb 
praktisch zeigen, dass er eine hinreichende Anzahl von 
Voraussetzungen gemacht hat. Dass er nicht zu viele 
gemacht hat, läast sich wohl kaum so unmittelbar nach- 
weisen; aber wenn er ea gethan hätte, so würde er och 
dem aussetzen, dass andere ihm nachweisen könnten, dftSS 
er es gethan hätte, nämlich dadurch, dass einige von den 
Voraussetzungen in Widerstreit mit einander wfl»D 
oder aus einander abgeleitet werden könnten. 

Wenn mau die von den Alten, namentlich von Eu- 
klid, ausdrückhch aufgestellten geometrischen Voraufr 
'flingen richtig würdigen will, so muss mau mehr du^ 
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auf Beben, welches diese Vorausaetzuugen sind, als darauf, 
dass Angaben darüber fehlen, woher sie stammen, oder 
auf die Form, unter der sie auftreten. Dann wird sieh 
zeigen, dass es dieselben sind wie diejenigen, auf denen 
wir noch heutigen Tagen die Geometrie anffübren, und 
dass sie mit einer Sicherheit und Vollständigkeit vorgeführt 
werden, die dauernd auch denen zum Muster dienen 
musB, die Veranlassung zu einzelnen Ergänzungen oder 
ModifikatioDen finden könnten. Um sie ganz zu verstehen, 
müssen wir jedoch dano und wann auch die, wenigstens 
für eine moderne Auffassung, mangelhaften Formen be- 
rühren, in denen mehrere von ihnen auftreten. 

Wir wollen damit beginnen diejenigen Definitionen 
hervorzuziehen, die uns Veranlassung zu einigen Bemer- 
kungen geben können. Der Punkt wird durch seine 
Unteilbarkeit definiert (I, Def, 1.), Von da aus geht es 
weiter zu der Linie als Länge ohne Breite (I, 2), zu der 
Fläche mit Länge und Breite (1,5) und im Uten Buche 
zum Körper mit Lauge, Breite und Dicke (XI, 1). Diese 
Definitionen geben keine Aufklänuig darüber, wie man 
lü den Begriffen Punkt, Linie, Flache und Körper gelangen 
Bnll, nennen also als eine Voraussetzung, auf der man 
bauen soU, dass man bereits im Besitze dieser Begriffe 
ist und versteht, was es heissen soll, dass der Punkt 
Dimensionen hat, die Linie 1 u. e. w. ; hierin liegt wieder, 
dass eine Linie als ein geometriacber Ort für Punkte, 
Fläche und Körper als solche für Linien und Flächen 
aufgefasBt werden. Um wirklich in den Besitz der Be- 
griffe eu gelangen, wird man in der Regel nicht diesen 
synthetischen Weg von Punkt zu Linie, Fläche mid Körper 
geben, sondern den umgekehrten analytischen, indem 
man also vom Körper als etwas \inmittelbar gegebenem 
ausgeht, die Fläche als eine Grenze für den Körper be- 
f. Dass dieser Weg zu den Begriffen gu 
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gelangen den Alten nicht unbekannt war, sieht i 
einer anderen Reihe von Definitionen, nämlich XI, i^ 
I, 6 und 1, 3, die indeeeeu bei Euklid nicht neue I 
nitionen von Fläche, Linie und Punkt sind, sondern i 
Angaben darüber, wie Körper, Fläche und Linie begrena 
werden. 

Das8 man nicht in den Definitionen, sondern erst L^aa 
den Poetulaten in Verbindung mit einem der Axioir»-« 
Aulklärung darüber HUcheii muss, waa eine gerade Lini e 
ist, habe ich bereits berührt. Auch die Existenz d^r 
Kreislinie wird erst sichergestellt in deu Postulatem, 
wogegen ihre Definition (I, 15) eher zu viel als zu wenig 
zu sagen scheint. Diese berichtet nämUch nicht nur, da.sa 
alle Punkte der Kreislinie dieselbe Entfernung vom Ceu- 
trum haben sollen, sondern giebt zugleich an, dass 4er 
Kreis selbst eine Mgur ist, also ein durch die Kj-eishrue 
abgegrenzter Teil der Ebene, und dass das Centrum inner- 
halb dieser Linie liegt. Wenn nicht gesagt ist. dass cÜ® 
Kreislinie alle Punkte von der zuerst angeführten Eigei^* 
sehaft enthalten soll, so wird die erste der augeführtec» 
Angaben immerhin kein überflüssiges Unterscheidungsmerl*' 
mal zwischen der ganzen Kreislinie und dem Kreisbogen - 
Dadurch kann sie ihren Platz zwischen den Definitioi»eO 
behaupten. Im übrigen werden wir sehen, dase dies^ 
Angaben, wenn sie ihren Platz nicht hier erhalten hättet» • 
in einer oder der anderen Fonn uuter die Postiilate a.^' 
genommen werden müssten. 

Die Definition eines Durchmessers im Kreise (I, 1 '/ 
enthält dagegen einen Zusatz, der sicher überflüssig is*' 
nicht nur für die Definition, sondei-n überhaupt unter d^O 
Voraussetzungen. Es wird nämhcli nicht nur gesagt, daß'' 
der Durchmesser durchs Centrum geht, sondern aucli- 
daes er den Kreis halbiert. Dies letztere ist ein Satz. 
I diurch die Kongruenz der beiden Teile, 
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4et Kreis geteilt wird, beweisen lässt. Vielleicht hat ein 
spaterer Herausgeber ihn in die Definition hineingeschoben, 
^^ü er sich in der That in keinem Lelirsatz bei Euklid 
findet. 

Euklids Definition eines Winkels ist an sich hel- 
lsähe ebenso leer wie die Definition der geraden Linie. 
Dem wird jedoch abgeholfen durch die Axiome, in denen 
allgemeine Kennzeichen dafür aufgestellt werden, ob eine 
geometrische Grösse grösser, gleich, oder kleiner ist als 
eine andere derselben Art. Diese Kennzeichen lassen sich 
nämlich auch auf Winkel anwenden, und da es sich zu- 
gleich zeigt, dass Winkel addiert werden können, so er- 
halten sie dadurch wohl definierte Grössen (vergl. im 
Folgenden S. 127). Im übrigen sei bemerkt, dass die 
ursprüngliche Definition des Winkels auch anwendbar ist 
auf Winkel zwischen krummen Linien. Benutzt wird 
dieser Begriff in III, 16, wo gezeigt wird, dass die Senk- 
rechte auf dem Durchmesser in einem Punkte der Kreis- 
peripherie einen kleineren Winkel mit dem Kreise bildet 
oder ihm näher kommt als jede andere gerade Linie. 

Die Postulate, die Euklid im ersten Buche auf- 
stellt, sind nach der neuesten und zuverlässigsten Text- 
revision ^ folgende: 

1. Eine gerade Linie von einem Punkte bis zu einem 
anderen zu ziehen. 

2. Eine begrenzte gerade Linie unbegrenzt zu ver- 
längern. 

3. Einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt und ge- 
gebenem Radius zu beschreiben. 

4. Alle rechten Winkel sind unter sich gleich. 



* Euclidis Elementa; edidit et latine interpretatus est 
J. L. Heiberg. Lipsiae 1883—88, 8^ 
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5, Wenn eine gerade Linie, die zwei andere gerade 
Linien schneidet, auf derselben Seite innere Winkel bildet, 
die zueamraen kleiner als zwei Rechte sind, ao werden 
die letzgenannten beiden Linien bei der Verlängerung bis 
ine Unendliche sich auf der Seite achneideo, wo die Winltel- 
eumme kleiner als zwei Rechte ist. 

Die Konstruktionen, aus denen sich alle übrigen nach 
tUesen Poetiüaten sollen zusammen setzen lassen, sind die- 
jenigen, die praktisch durch Zirkel und Lineal ausgeführt 
werden. Indessen würde es irreführend sein, nur dies 
einseitig festhalten zu wollen. Das zeigt ßich unter ajide- 
rem dadurch, dasH dann kein rechter Platz mehr bleiben 
würde für die beiden letzten Postuiate, weshalb denn auot 
bereits sehr frühe Herausgeber sich haben verleiten laBseD 
diese unter die Axiome zu versetzen. 

Wie man sieht, werden Lineal und Zirkel gar niclit 
genannt. Durch ihre Benutzung würde man ja auch mir 
ein unvollständiges Bild von der mathematischen geraden 
Linie und dem mathematischen Kreise geben. Selbst dia 
drei ersten Postulaten geben, wie wir bereits Über Eaklids 
Voraussetzungen überhaupt gesagt haben, gar keine Auf- 
klärung darüber, von wo aus oder durch welche Mittel 
man das zustande bringt, was man vorausgesetzt haben 
will. In "Übereinstimmung damit, dass die Probleme der 
Alten im wesentUchen Sätze über die Existenz, und itre 
Lösungen Beweise für die Existenz des Behandelten oder 
Gesuchten sind, sind die Postuiate Behauptungen übe' 
dessen Existenz, deren Anerkennung ohne Beweis oder 
Nachweis verlangt wird. Die Behauptungen, die in dfin 
drei ersten Postulaten enthalten sind, wollen dann nu' 
sagen, dass es eine gerade Linie durch zwei beliebige ?«■ 
gebene Punkte giebt, daas diese ohne Grenze verlängert 
werden kann, und dass es einen Kreis giebt mit einem 
bdiebigen gegebenen Mittelpunkt tmd einem beUebigei' 
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gegebenen, von diesem ausgehenden Rndius, oder mit 
an<ieren Worten einen Kreis, der einen gegebenen Mittel- 
punkt hat und durch einen gegebenen Punkt geht. Dasa 
das dritte Postulat wirklich so zu verstehen ist und nicht 
etwa verlangt, dass die Existenz eines Ki-eisea mit gegebe- 
nem Mittelpunkt und einem an einer Stelle der Ebene 
gegebenen Radius ohne Beweis eingeräumt werde, ergiebt 
sich sofort daraus, daas Euklid im 2ten Satze zeigt, dass 
die Bestimmung eines solchen Kreises mit Hülfe der im 
ersten Satze mitgeteilten Konstruktion eines gleichseitigen 
Dreiecks sich aus den postulierten Konstruktionen zu- 
eammensetzen lässt. Da dies sich wirklich thun lässt, 
BO hat Euklid durch die angeführte Einschränkung des 
Sten Postulates nur die bereite genannte Pflicht erfüllt 
rieht zuviel vorauszusetzen. Wäre d^egen nur die 
Eede von der praktischen Ausführung mittels des Zirkels, 
eo wäre die Lage des gegebenen Radius gleichgültig ge- 
wesen, und man darf wohl sagen, dass der im 2ten Satze 
angegebene Weg nicht für die praktische Ausführung von 
Zeichnungen bestimmt gewesen ist. 

Bei dieser Auffassung von der Bedeutung der Postu- 
late ist es offenbar, dass es nicht genügt, die Existenz 
der auf die einfachste Weise bestimmten geraden Linien 
Und Kreise zu postulieren. Die geometrischen Konstruk- 
tionen werden dadurch ausgeführt, dass man mittels des 
Ihirchschnittea verschiedener Linien Punkte bestimmt, die 
■wieder zui- Bestimmung von neuen Linien benutzt werden 
können. Dann muss die Existenz der Schoittpunkte eben- 
sowohl wie diejenige der Linien postuliert werden, denn 
sie kann unmöglich eine Folge dieser letzteren sein. Im 
öten Postulat wird es deshalb ausdrücklich als eine neue 
Voraussetzung aufgestellt, dass zwei gerade Linien aicli 
schneiden, wobei jedoch die Einschränkung gemacht wer- 
den muBS, die notwendig ist, damit die. Behauptung wirk- 
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lieh wahr werden kann, eine Einsehränkung, die hier 
ganz dieselbe Rolle spielt, ^ie der Diorisniua zu emem 
Prohlem. Wenn nicht die Existenz des Schnittpunktes 
im Sten Postulat verlangt worden wäi'e, so würden die 
Lösungen der Prohleme, bei denen Schnittpunkte zwischeo. 
geraden Linien benutzt werden, im Allgemeinen durohaoa 
nicht diejenigen Beweise für die Existenz der konstr 
ten Figuren geben, die die wesentüche Ausbeute der B 
sfcroktionen sein sollten. 

Ist diese Betrachtung richtig, so wird man Postulats 
vermissen, die aui ähnliche Weise die Existenz von Schnitt- 
punkten zwischen der geraden Linie und dem Kreise od^r 
zwischen zwei Kreisen anerkennen. Allerdings muss die 
vollständige Abgrenzung der Fälle, in denen das Durcl"»- 
echneiden wirkheb stattfindet, bereits die Entwickelui:ig 
von mehreren Sätzen verlangen, und vielleicht hat Aer 
Umstand, dass Euklid deshalb nicht sofort diese A.l>- 
grenzung in voller Allgemeinheit geben kann, ihn abgehalten 
die hierzu dienenden Forderungssä,tze aufzustellen. UTtx 
überhaupt den Kreis bei Konstruktionen benutzen zu köii- 
nen, sind jedoch wenigstens einige Voraussetzungen üt>e' 
sein Schneiden mit der geraden Linie und mit anderen 
Kreisen notwendig. Welche Euklid benutzt, das mtis^ 
man in den Anwendungen suchen, die er macht. 

Da sieht man denn in Satz I, 12, dass er um sicb^*" 
zu sein, dass ein Kreis mit gegebenem Mittelpunkt eio^ 
gewisse gerade Linie schneidet, diesen Kreis durch eio^n 
Pimkt gehen lässt, der auf der dem Mittelpunkt entgegC^' 
gesetzten Seit« der Geraden hegt, und dass er es in Satz ' 
als einleuchtend betrachtet, dass zwei Kreise, jeder m'' 
dem Mittelpunkt auf der Peripherie des tuideren, sich i^' 
zwei Punkten schneiden, und in Satz 22, dass auch Bio 
Kreis, der sowohl diu-eh einen Punkt innerhalb als durc"* 
einen Punkt ausserhalb der Peripherie eines anderen Kreises 
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S^Ht, diesen anderen Kreis schneidet. Dass er sich auf 
iiese Voraussetzungen stützt, geht aus den betreffenden 
Stellen hervor, und an anderen Stellen wird nichts über das 
öiiichschneiden zwischen Kreis und gerader Linie oder Kreis 
Vorausgesetzt, bevor das dazu erforderliche bewiesen ist. 

Enthalten die von Euklid ausdrücklich aufgestellten 
V'oiaussetzungen denn gar nichts über diese faktischen 
V'oiaussetzungen, deren Euklid sich an den angeführten 
Stellen, namentlich in Satz 12, vollkommen bewusst ist? 
Öie Postulate thun es jedenfalls nicht, aber, wie wir ge- 
sehen haben, sind die Unterschiede zwischen Postulaten 
^tid Definitionen nicht so ausgeprägt, dass man allein 
z^vischen den ersten zu suchen braucht. Dann ist es 
tlar, dass Euklid die Berechtigung zur Benutzung dieser 
Voraussetzungen darin suchen kann, dass er in den De- 
finitionen gesagt hat, ein Kreis sei eine Figur, die den 
Mittelpunkt enthält, woraus dann folgen muss, dass eine 
Kreislinie eine hinreichend verlängerte gerade Linie in 
zwei Punkten schneiden muss, wenn sie ihren Mittelpunkt 
auf der einen Seite von dieser Linie hat und durch einen 
Punkt auf der anderen Seite geht, und ebenso eine andere 
Kreislinie, wenn sie einen ausserhalb liegenden Punkt mit 
einem inneren verbindet. Im übrigen sei bemerkt, dass 
man auf ähnliche Weise in gewissen Fällen das Durch- 
schneiden gerader Linien ohne Benutzung des 5ten Postu- 
lates beweisen kann, wenn man berücksichtigt, dass die 
Umfange von Polygonen auch Flächen abgrenzen, die keine 
unendliche Ausdehnung haben. Davon macht Euklid in 
I, 21 Gebrauch. 

Noch fehlt uns eine Erklärung dafür, wie die Be- 
hauptung, dass alle rechten Winkel gleich gross sind, ihren 
Platz unter den Postulaten erhalten kann. Aus den Axiomen 
geht hervor, dass alle Winkel gleich gross sind, wenn sie 
kongruent sind, sonst nicht, und die Behauptung ist also 
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genau dieeelbe wie die andere, dass alle rechten Winke! 
fenngruerit sind. Da ein rechter Winkel (in Def, 10) als 
solcher detiniert wird, der seinem Nebenwinkel gleich iei, 
so läuft das Postulat darauf hinaus, dase der Winkel, 
den wir jetzt einen gestreckten nennen, eine beatimmt« 
Grösse hat, oder dass die Verlängerung einer gegebenen 
geraden Linie über den einen Endpunkt hinaus eindeutig 
bestimmt ist. Eine volle Bestätigung dafür, dasB dies ge- 
meint ist, erhält man, wenn man sieht, dass das Postulat 
gerade auf diese Weise faktisch angewandt wird; das ge- 
schieht im Beweise füi' den Satz I, 14. 

Das 4te Postulat wird also ein Zusatz zum 2t*n, da^s 
nämlich die in diesem enthaltene Bestimmung der Ver- 
längerung einer geraden Linie eindeutig ist, und es hat 
wohl zunächst deswegen seinen Platz unter den Postulaten 
und nicht unter den Axiomen erhalten. Das PoBtolst 
würde nieht vermiest werden von einem modernen LesH, 
der gewohnt ist, dass auf die Anzahl der Lösungen Bück- 
eicht genommen wird, und sich deshalb zunächst denken 
würde, dass die Eindeutigkeit bereits im 2ten Postiilut 
mit unterverstanden ist. Wenn es nun doch einmal da- 
steht, so vermisst man ein anderes Postulat, welches aus- 
drückt, dasB auch die in dem ersten Postulat gegebene 
Bestimmung einer geraden Linie eindeutig ist. Von dieser 
Eindeutigkeit macht Euklid ausdrücklich Gebrauch m 
Satz I, 4, wo er in seiner Beweisführung das Argument 
gehraucht, dass »zwei gerade Linien keinen Flächenraum 
einschliessen können»; ater diese Behauptung, die durcb- 
auB zueammenfäilt mit derjenigen, dass das erste Postulat 
eindeutig ist, findet sich nicht unter den aufgestellten 
Voraussetzungen. Hier liegt unzweifelhaft eine InkooK- 
quenz vor. Auf diese ist man schon im Altertum auf- 
merksam geworden und sie hat die Herausgeber veranlasst, 
^ in I, 4 ausdrücklich benutzte Voraussetzung entweder 
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— Und wahrscheinlich am frühesten — unter die Postu- 
A^te aufzunehmen, wohin sie mit demselben Recht gehört 
^e das Postulat I, 4, oder unter die Axiome. Dieses 
^^tie Postulat drückt zugleich aus, dass die Bestimmung 
ßin.es Punktes mittels des 5ten Postulates als Schnittpunkt 
^Wischen zwei Geraden eindeutig ist. 

Die Eindeutigkeit des 3ten Postulates über die Be- 
stimmung eines Kreises durch Mittelpunkt und Radius 
t^i'aucht man dagegen nicht vorauszusetzen. Man kann 
tuer nämlich wieder davon Gebrauch machen, dass der 
Kreis bereits in den Definitionen vollständiger bestimmt 
J^st als die gerade Linie. Dadurch ist Euklid imstande 

ff 

1^=1 den Sätzen III, 5 und 6 zu beweisen, dass koncentrische 
Kareise sich nicht schneiden oder berühren können, dass 
a-lso der vollständige geometrische Ort für die Punkte, 
üe denselben Abstand von einem gegebenen Punkte haben 
wie ein anderer Punkt, nur aus einer geschlossenen Kurve 
besteht, mit anderen Worten, dass das 3te Postulat nur 
©inen Kreis giebt. 

Euklids Istes, 2tes, 4tes und 5tes Postulat, ergänzt 
durch die in Salz I, 4 benutzte Voraussetzung, dass das 
^Tste Postulat eine eindeutige Bestimmung geben soll, und, 
^e wir sehen werden, durch eine im 7ten Axiome ent- 
lialtene Voraussetzung, drücken alle Eigenschaften einer 
geraden Linie aus, welche ihrer Verwendung in der Geo- 
metrie zu Grunde liegen. Unvermerkt, ja, wie wir sehen 
werden, ohne es selbst gewahr worden zu sein, hat Eu- 
klid damit indes gleichzeitig die Grundeigenschaften der 
Ebene aufgestellt erhalten. Die ausdrücklich aufgestellte 
Definition der Ebene (I, 7) ist an sich ebenso nichtssagend 
wie diejenige der geraden Linie. Die Ebene wird noch 
in den Definitionen I, 8 und 15 genannt, wo ausgespro- 
chen wird, dass die Schenkel eines Winkels in derselben 
Ebene liegen müssen, und dass der Kreis eine ebene 
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Figur ist. Von grösserer Bedeutimg ist es, clas^^a^^ 
aufgestellten Postulaten stillschweigend vorausgesetzt wirJ, 
dasB die vergchiedenen ßestimtPUßgen innerhalb einer und 
derselben Ebene stattfinden. Ohne dieses wtjrde das 5te 
Postulat geradezu sinnlos eein. Die Eigenschaft, die nament- 
lich durch das erste und zweite Axiora einer Ebene bei- 
gelegt wird, wird nun die, dass sie jede gerade Ijnie, die 
durch zwei ihrer Punkte geht, nebst ihren Verlängerungen 
bis ins Unendliche ganz enthält. Hätte Euklid selbst 
dies ausdrücklich festgestellt, so hätte er darin eine wirk- 
liche Grundlage erhalten können für die drei ersten Sätae 
des llt«n Buches, die aussagen, dass eine gerade Linie, 
die teilweise in einer Ebene liegt, nicht aus dieser heraus- 
gehen kann, dass zwei gerade Linien, die sich schneiden, 
in einer Ebene liegen (und sie bestimmen), und dass die 
DuichschnittsHnie zweier Ebenen gerade ist. Nun stellt 
er einige andere Beweise auf, von denen der für XI, 1 
die Richtigkeit von XI, 2 voraussetzen musa, der um- 
gekehrt wieder auf XI, 1 aufgebaut ist. In logischer Be- 
ziehung, sowohl principiell wie formell, steht Euklide 
Behandlung der Stereometrie im ganzen hinter seiner 
ebenen Geometrie zurück, wofür wir ein noch wichtigeres 
Beispiel bei der Besprechung seiner Axiome sehen werdeo- 
Indessen wird sich zeigen, dass die griechischen Mathe- 
matiker trotz dieses Mangeis die stereometrisehen Satz^ 
und Operationen dennocli in einem recht bedeutenden 
Umfange kannten. 

Während wir bei Definitionen und Postulaten, 
um genaue Auskunft über die Voraussetzungen zu erhal- 
ten, die sie ausdrücken sollen, zum Teil unsere Zuflucfl' 
zu den Anwendungen haben nehmen müssen, die Eukl'" 
in seinen Sätzen faktisch von ihnen gemacht hat, eo geben 
diejenigen Axiome des ersten Buches, deren Ächtheit 



heitlWJ 
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^^ZiWeifelhait angesehen wird und mit denen wir uns 
^^shalb ausschliesslich beschäftigen wollen, nämlich 1 — 3 
^d 7—8 \ eine ebenso kurze wie klare Auskunft über 
^^ö Grundlage für die Anwendung der Begriffe Gleichheit 
^nd Ungleichheit auf Grössen im allgemeinen, und auf 
geometrische Grössen im besonderen. Der erste Beitrag 
zum Begriffe Gleichheit wird im Axiom 1 gegeben: Grössen, 
<lie einer und derselben Grösse gleich sind, sind unter 
sich gleich. Der Umstand, dass das Wort «gleich» in 
der Erklärung des Begriffes Gleichheit vorkommt, macht 
diese Erklärung nicht wertlos, was unter anderem daraus 
ersichtlich ist, dass man nicht in der im Axiome ent- 
haltenen Erklärung «ungleich» an die Stelle von «gleich» 
setzen kann. Sie ist indessen nicht ausreichend um einen 
anwendbaren Grössenbegriff geben zu können. Es muss 
hinzugenommen werden, dass eine Grösse nicht verändert 
wird durch Teilung und eine darauf folgende Zusammen- 
setzung aus allen Teilen. Dies ist in den Axiomen 2 
und 3 enthalten, die aussagen, dass Gleiches, um Glei- 
ches vermehrt oder vermindert, Gleiches giebt. Femer 
muss, wenn man auch die Ungleichheit berücksichtigen 
will, hinzugenommen werden, dass man etwas Kleineres 
erhält, wenn man nicht alle Teile mitnimmt; das wird 
im Axiom 8 ausgesagt: das Ganze ist grösser als ein 
Teil. Hierdurch ist auch eine Erklärung von Addition 
und Subtraktion allgemeiner Grössen gegeben, und zu- 
gleich ist darin enthalten, dass die Reihenfolge der Sum- 
manden gleichgültig ist. Wenn der Grössenbegriff in einer 
modernen Arithmetik^ so definiert wird, «dass von den- 
jenigen Eigenschaften der Gegenstände, die sich nicht 



* Euclidis Elementa ed. Heiberg, Lipsiae 1883—88. 
' Julius Petersen, Arithmetik og Algebra til Skolebrug, 
Kjebenhavn 1879, S. 3. 
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verändern, wenn ihre Teile in verschiedener Reiheniolge I 
zUBammengesetzt werden, sich aber verändern, wenu einige 1 
der Teile fortgenommen werden, gesf^ wird, sie besässen J 
Grösse», so stimmt diese Definition durchaus zu den an- j, 
geführten Axiomen, die sogar den Vorzug haben etwa» ^H 
direkter zu erldären, was gleich, grösser oder kleiner iat ^P 

Dieser allgemeine Grössenbegriff muea durch beson- T 
dere Kennzeichen ergänzt werden, die seine Anweuduut t 
ermöglichen sowohl auf bestimmte Arten von Grösfleu, j 
wie geometrische Grössen, Gewichte u. s, w., als auch I 
auf rein abstrakte Zahlengrössen, Euklid, für den die I 
geometrische Grösse zur abstrakten Grösse wird, da sie ^ 
in der geometrischen Algebra zur Darstellung von Grössen 
jeder Art, auch von Zahlen, dient, muas zuallererst Kenn 
zeichen für die Gleichheit geometrischer Grösse i- 
geben; das geschieht im 7ten Axiom zum ersten Bucl^»- 
von dem wir jetzt gleich reden wollen. Erst im 5t» "* 
Buche wird eine unmittelbare Darstellung abstrakter Gross» ^ 
als Verhältnisse gegeben und ausserdem Kenuzeii)hef= ^ 
für ihre Gleichheit und Ungleichheit. Die Verhältnia^^^ 
zur Einheit sind Zahlen in der modernen und allgeme==" 
nen Bedeutung dieses Wortes. Die Einheit wird jedoc^^ 
erst im 7ten Buch eingeführt und dann nur als MaE^^^ 
für damit kommensurable Grössen augewandt. Die das— — 
dienenden Voraussetzungen werden wir im Zusammenhaii^^= 
mit dem übrigen Inhalt dieser Bücher besprechen. 

Im 7teu Axiom des ersten Buches, zu dem wir niUB^^' 
mehr nach diesem Ausblick auf andere Grössen bestii^*^' 
mungen als die geometrische zurückkehren, wird hu — -*" 
gesprochen, dass kongruente Grössen oder solche, die ac^^^" 
zur Deckung bringen lassen, gleich sind. Dieses Keii^*^' 
zeichen für geometrische Gleichheit geht ganz uatürlic ' 
dem im Sten Axiome enthalteneu Kennzeichen für IT ^ 
gleichheit voran, das keine besondere Ergänzung mit Bez"*- 
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^'^i die geometrischen Grössen bedarf. Euklid weist im 
'^ten Axiom mit grosser Sicherheit auf das hin, was immer 
der erste Ausgangspunkt für jede Untersuchung von Grös- 
sen in der Geometrie sein muss. Die Kongruenz ist es 
bereits beim praktischen Messen, das darin besteht, nach 
^nd nach von dem, was gemessen werden soll, eine Reihe 
von Teilen aufzuzählen, die dem Maasse kongruent sind. 
Sie ist es ferner sowohl in Euklids eigenem Lehrgebäude 
^e in allen folgenden, die geometrische Grössen behan- 
deln: man geht davon aus, dass gewisse Grössen gleich 
sind, weil sie kongruent sind, und ungleich, weil die eine 
selbst ein Teil der anderen ist oder einem Teile der an- 
aleren kongruent ist. Eben dieses Verfahren wendet Eu- 
klid im ersten Buche an um zu zeigen, wie Gleichheit 
^^d Ungleichheit von Seiten oder Winkeln desselben 
Dreiecks oder verschiedener Dreiecke sich gegenseitig be- 
engen. Die Resultate hiervon kombiniert er dann mit 
^^n allgemeinen Voraussetzungen über Grössen. Ja er 
^st sogar bestrebt das specifisch geometrische Princip der 
Kongruenz so wenig wie möglich anzuwenden. So be- 
nutzt er in I, 26 nicht unmittelbar die Kongruenz um 
^^ beweisen, dass Dreiecke, die in einer Seite und den 
^^^liegenden Winkeln übereinstimmen, es auch in den 
übrigen Stücken thun, sondern er schliesst dies antithetisch 
^^8 den früheren Kongruenzfällen. 

Für gerade Linien und Winkel fällt Gleichheit zu- 

^^Himen mit Kongruenz. Für gebrochene Linien, Flächen- 

^d Rauminhalte kann man dagegen erst, nachdem man 

l^ichheit durch Kongruenz nachgewiesen hat, Gleichheit 

^ne Kongruenz nachweisen durch Zusammensetzung nach 

^^n allgemeinen Voraussetzungen über Grössen, wie es 

^^ispielsweise in I, 35 geschieht, wo bewiesen wird,. dass 

^allelogramme von derselben Grundlinie und Höhe 

bleich sind. Zu der Grösse krummer Linien und der 

9 
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Flächen, die von solchen begrenzt werden, sowie zu der 
Grösse der meisten Kauminhalte kann man nur durch 
Grenzübergänge gelangen, die von den Alten durch den 
Exhaustionsbeweis ausgeführt wurden, und die zum Teil 
zugleich die Aufstellung neuer Voraussetzungen verlangen. 
Das werden wir sehen, wenn wir dazu gelangen Euklids 
12te8 Buch, sowie die Arbeiten von Archimedes zu be- 
sprechen. 

Dagegen müssen wir sogleich erwähnen, dass die 
Art und Weise, wie Euklid in der Stereometrie das im 
7ten Axiom aufgestellte Kongruenzaxiom benutzt, nait 
einem sehr wesentlichen Mangel behaftet ist. Dieser 
hängt damit zusammen, dass man in seiner Stereometrie 
jedes Unterscheiden zwischen Kongruenz und 
Symmetrie vermisst, lässt aber doch erkennen, dass er 
symmetrische Figm'en nicht für kongruent hält. Denn 
in solchem Falle würde er gemeint haben im 7ten Axiom 
eine ausreichende Grundlage für Volumenbestimmungen 
zu besitzen. Statt dessen stellt er eine neue Vorausset- 
zung auf, die sowohl auf kongruente wie auf symmetrische 
Figuren passen kann. In der lOten Definition des Uten 
Buchs werden gleiche und ähnliche Raumfiguren als 
solche definiert, die von gleichvielen gleichen und ähn- 
lichen (d. h. kongruenten) ebenen Figuren eingeschlossen 
werden. Diese Definition enthält ausser einer Namen- 

• 

gebung zugleich eine geometrische Voraussetzung, also em 
Axiom, dass nämlich diese Figuren auch gleich an Rauna- 
inhalt sein sollen^. Das wird in XI, 29 benutzt, ^'^ 
bcAdesen wird, dass Parallelepipeda von derselben Grund- 
fläche und Höhe gleich sind, und ausserdem wird daraus 
in XI, 28 geschlossen, dass die beiden dreiseitigen Prismen, 



^ Cauchy hat bewiesen, dass derartige Figuren wirklieb 
immer kongruent oder symmetrisch sind. 
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aus denen ein Parallelepipedon besteht, gleich sind. Nun 
weiss man, dass die Priemen, die in dem ersten Beweise 
umgelegt werden, kongruent sind, und dass die dreiseiti- 
gen Prismen des letzten Satzes durch Umlegen der Teile 
in kongruente Prismen verwandelt werden können. Das 
kann Euklid nicht bemerkt haben; denn dann würde 
die Einführung eines neuen Princips für die Gleichheit 
von Körpern überflüssig und deshalb seinem gewöhnlichen 
Verfahren widerstreitend gewesen sein. 

Das 7te Axiom ist in der hier nachgewiesenen Be- 
nutzung nur ein Kennzeichen für geometrische Gleich- 
heit gewesen oder, wenn man will, eine Definition davon ; 
jedenfalls aber steckt darin eine wirkliche geometrische 
Voraussetzung oder ein Axiom von sehr wesentlicher Be- 
deutung. Dieses drückt aus, dass überhaupt von kon- 
gruenten Figuren die Rede sein kann, also von der Ver- 
legung von Figuren an andere Stellen des Raumes. 
Nach Euklids Axiom bestimmen die geometrischen 
Grössen alles dasjenige, was während einer solchen Ver- 
legung unverändert bleibt. Worin diese Verlegung be- 
stehen soll, wird jedoch gar nicht charakterisiert, ja sie 
wird nicht einmal im Axiom erwähnt, aber die Anwen- 
dungen zeigen, dass an die empirische Verlegung gedacht 
wird, die von den physischen, sogenannten unveränder- 
Hcben Körpern her bekannt ist. 

Wenn wir früher berührt haben, dass das Axiom 
1, 7 notwendig ist um eine gerade Linie vollständig zu 
charakterisieren, so dachten wir eben daran, dass Euklid, 
z. B. in den Beweisen für die Kongruenzsätze, bestimmt 
die Voraussetzung benutzt, dass eine gerade Linie sich 
durch Verlegung nicht verändert. 



132 'Die griechische Mathematik: 

15. Anmerkung über die Voraussetzungen 

der Geometrie. 

Wenn man die zuletztgenannte Eigenschaft der geraden Linie 
mit denjenigen kombiniert, die bereits in den Postulaten ausgedrückt 
sind, die Eindeutigkeit der Bestimmung durch zwei Punkte mit- 
einbegriffen, so wird die gerade Linie als solche definiert, die ihrer 
ganzen Ausdehnung nach mit einer anderen geraden Linie zusam- 
menfällt, wenn sie so verlegt wird, dass zwei ihrer Punkte mit 
zweien der anderen Geraden zusammenfallen. Dass diese Defini- 
tion keinen Kreisschluss enthält, obgleich die gerade Linie durch 
Zusammenlegen mit einer anderen geraden Linie bestimmt wird, 
erkennt man daraus, dass keine andere Linie diese Eigenschaft 
besitzt. Dagegen ist das Axiom von der Möglichkeit einer Ver- 
legung vorausgesetzt. Nach der Definition erhält man die gerade 
Linie als geometrischen Ort für die festen Punkte eines Körpers, 
der sich dreht, während zwei Punkte fest liegen. Die Konstruktion 
gerader Linien durch ein Lineal, also durch eine bewegliche gerade 
Linie, folgt gleichfalls aus der Definition. 

Diese Definition findet sich nun allerdings nicht bei Euklid, 
sondern sie ist eine Zusammenfassung der Eigenschaften, die er 
faktisch benutzt, und die er nach und nach in Postulaten und 
Axiomen aufstellt. Diese bestimmen demnächst die Ebene als eine 
Fläche, die jede Gerade, die durch zwei von ihren Punkten geht, 
ganz enthält. Diese Bestimmung enthält indessen mehr, als eine 
gute Definition enthalten darf, da sie die Ebene weder als geome- 
trischen Ort für eine einfach unendliche Anzahl gerader Linien, 
noch für eine doppelt unendliche Anzahl von Punkten bestimmt 
Man kann jedoch die Bestimmung in eine Definition und in ein 
Axiom oder Postulat zerlegen. Die Ebene muss dann zuerst definiert 
werden als der Ort für die Geraden, die einen festen Punkt mit 
den Punkten einer festen Geraden verbinden, und demnächst muss 
als unbeweisbare, aber für das geometrische Lehrgebäude notwen- 
dige Voraussetzung hinzugefügt werden, dass diese Fläche dann 
die oben erwähnte allgemeine Eigenschaft hat. 

Über diese Schwierigkeit kommt man dadurch nicht hinweg, 
dass man, wie es auch wohl geschehen ist, die Ebene definiert als 
geometrischen Ort für die Punkte, die gleichen Abstand von zwei 
festen Punkten haben. Es gelingt dann wohl in der Stereometrie 
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1 beweisen, dass die so definierte Ebene in der Tliat jede Gerade 
enthält, von der sie zwei Funkle enthält, aber es gelingt das nur 
auf der Grundlage der ebenen Geometrie, in der man bereits diese 
Voraussetzung über die Ebene, die alle behandelten Figuren ent- 
hält, gemacht bat. 

Mit Bezug auE die Ebene wird noch eine Voraussetzung ge- 
macht, die sich nicht aus der hier aufgestellten Definition ableiten 
lässt, nämlicb die, welche im 5ten Postulat enthalten ist, dass — 
abgesehen von einem genauer bezeichneten Fall — zwei Geraden 
derselben Ebene sich achneiden. 

Wie wir erwähnt haben, macht Euklid, wenn er es auch 
Flicht so deutlich hervorhebt, noch eine geometrisclie Voraussetzung, 
die auch geradlinige Figuren betrifft, nämlich die, dasa eine in sich 
selbst zurücklaufende (gebrochene oder krumme) Linie der Ebene 
einen endlichen Flächenraum einachlieasl, nnd daas sie' von jeder 
geraden oder in aich selbst zurück laof enden Linie, die einen ausser- 
halb und einen innerhalb liegenden Punkt verbindet, in wenigstens 
zwei Punkten geschnitten wird Ähnliche Voraussetzungen schlles- 
seii sich an die geschlossenen Flächen an; sie spielen aber erst 
eine Roile, wenn man weiter geht als Euklid. 

Die geometrischen Voraussetzungen, die Euklid benutzt, sind 
also folgende: 1) das Verlegungsaxionn. 2) und 3) die beiden an- 
geführten Voraussetzungen über eine Ebene. 4) die Vorausaetzung 
(S. 123) über geschlossene Konturen (und Oberflächen). In den 
wesentlichsten Punkten berührt er diese in seinen Definitionen. 
Postulaten und Axiomen, die ausserdem Erkiärungen der gebrauch- 
ten Benennungen, und endlich in den Axiomen 1^8 und 8 klar 
ausgesprochene Voraussetzungen über die allgemeine Grössenlehre 
enthalten. Diese letzteren geben nicht nur Worterklärungen, sondern 
sprechen zugleich die für den Aufbau einer wirklichen Grössenlehre 
notwendige Voraussetzung aus über (In Veränderlichkeit und Ver- 
änderlichkeit der Grössen durch Teilung, auf die eine Zusammen- 
setzung aus allen oder aus einigen Teilen folgt. 

Die deutliche Weise, in der die wichtigsten geometrischen 
Voraussetzungen also bei Euklid hervortreten, hat die in seinen 
Elementen aufgestellte Grundlage der Geometrie zu einem guten 
Ausgangspunk! gemacht für die Untersuchungen der neueren Zeit 
über den Bereich der einzelnen Voraussetzungen und 
über ihre gegenseitige Unabhängigkeit, insofern sie wirk- 
lich unter einander unabhängig sind, muss man nämhch einige von 



^ 




134 1^16 griechische Mathematik: 

* ihnen festhalten und aus ihnen allein Konsequenzen ziehen kön- 
nen, während man andere unbeachtet lässt. Dadurch erhält man 
eine Verallgemeinerung der Geometrie; denn die Sätze, welche man 
dann beweist, gelten sowohl für den «Raum», der zugleich den 
übrigen Voraussetzungen genügt, als auch für solche Räume, die 
es nicht thun. Sie können auch in dem durch Euklids Voraus- 
setzungen definierten Raum eine derartige weitergehende Anwendmig 
finden, dass beispielsweise gerade Linien mit Kurven vertauscht 
werden, die durch einige Eigenschaften der gewöhnlichen geraden 
Linie charakterisiert werden, so dass ausser dieser auch andere 
Linien darin einbegriffen sind. 

Die wichtigste dieser Verallgemeinerungen, die projekti- 
vische Geometrie, ist jedoch nicht eigentlich durch Spekula- 
tionen über die Axiome entstanden. Ihre meisten Sätze sind aus 
Verallgemeinerungen hervorgegangen, die sich innerhalb der auf 
allen Voraussetzungen Euklids aufgebauten Geometrie als zweck- 
mässig erwiesen haben. In Wirklichkeit setzt sie sich jedoch über 
einige von diesen Voraussetzungen hinweg, und deshalb kann sie 
auch von Anfang an ohne diese aufgeführt werden. Dasjenige, 
von dem man in der projektivischen Geometrie absieht, ist das 
Verlegungsaxiom und die darauf gegründete Lehre von geome- 
trischen Grössen, und dadurch kommt man auch nicht dazu 
— wenigstens so lange die projektivische Geometrie sich nicht 
selbst einen neuen Begriff von Verlegung und dadurch einen neuen 
Grössenbegriff bildet — die durch Euklids übrigen Axiome fest- 
gelegten allgemeinen Grössenbegriffe zu benutzen. Berücksichtigt 
werden dagegen die in den Postulaten enthaltenen Voraus- 
setzungen, wobei jedoch von den Entlehnungen abzusehen ist, 
die auch darin aus der Grössenlehre gemacht sind. Dadurch fällt 
einmal das dritte Postulat über die Bestimmung des Kreises gaß^ 
fort, da der Kreis im voraus dadurch definiert ist, dass sein Radius 
eine unveränderliche Grösse haben soll, und zweitens fallen die 
Einschränkungen beim öten Postulat fort, so dass dieses folgenden 
Wortlaut enthält: zwei Geraden derselben Ebene schneiden sich 
immer in einem Punkte. Den direkten Widerspruch mit derjenige» 
Geometrie, in der alle euklidischen Voraussetzungen benutzt werden, 
oder mit «der euklidischen Geometrie» vermeidet man da- 
durch, dass man den parallelen Geraden der letzteren unendlich 
ferne Schnittpunkte beilegt. Dadurch dass sie überhaupt nicht 
fragt, in wieweit Schnittpunkte unendlich fern sind oder nicht, ge* 
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\a.ngt die projektivische Geometrie dahin, sowohl die euklidische 
als auch die im Folgenden erwähnte nicht-euklidische Geometrie 
^1^ sich zu begreifen. 

Die gerade Linie erhält in der projektivischen Geometrie die- 
selben Eigenschaften wie in der euklidischen mit Ausnahme der 
Verlegung, durch die eine gerade Linie zum Zusammenfallen mit 
einer anderen gebracht wird, und die Eigenschaften der Ebene 
Verden ebenso wie bei Euklid an diejenigen der Geraden an- 
geschlossen. Die beiden Voraussetzungen, die sich an die Bestim- 
^iing der Ebene knüpften, werden beibehalten. Da man nun nur 
^^f diesen und nicht mehr auf dem Verlegungsaxiom weiter bauen 
^arf, so ist ersichtlich, dass die projektivische Geometrie, wenn sie 
Selbständig entwickelt wird und man nicht die euklidische Geome- 
^'^ie als im voraus bekannt betrachtet, erst einen wirklichen Inhalt 
"ekommt, wenn man aus einer einzelnen Ebene herausgeht und 
dadurch dahin gelangen kann diese Voraussetzungen zu benutzen, 
^as die euklidische Voraussetzung über geschlossene Kurven be- 
^^ffl, so zeigt es sich nämlich, dass diese nicht in der Weise von 
^^n fortgefallenen Voraussetzungen unabhängig ist, dass sie in der 
J^^ojekti vischen Geometrie beibehalten werden kann; im Gegenteil 
®^hält man in dieser zwei Arten geschlossener Linien in der Ebene, 
^^ö denen die eine eine Gerade in einer geraden Anzahl von 
*^^nkten (oder in keinem) schneidet, die andere in einer ungeraden. 
Im Gegensatze zu der projektivischen Geometrie ist die so- 
S^Hannte nicht-euklidische Geometrie gerade durch Spekula- 
^lonen über die von Euklid aufgestellten Voraussetzungen ent- 
^^^nden, namentlich über eine einzelne von ihnen, nämlich diejenige, 
^le wir im öten Postulat getroffen haben. Diese Spekulationen 
^^i^steht man vielleicht am besten, wenn wir daran erinnern, dass 
^^ses Postulat in den meisten Ausgaben seinen Platz unter den 
"^^omen gefunden hat, wo es durch Einschiebung von anderen 
^^niger echten Axiomen den Namen «Euklids Utes Axiom» 
^^^ialten hat. Während die Bestimmung eines Punktes als Schnitt- 
^^tiktes zweier Geraden unter den Postulaten ein natürliches Gegen- 
®^"öck zu der Bestimmung einer Geraden durch zwei Punkte 4)ildete, 
^^ musste die daran geknüpfte Begrenzung besondere Aufmerksam- 
keit erwecken, wenn man dieselbe Voraussetzung unter den den 
Lehrsätzen entsprechenden Axiomen traf. Das Axiom, dass zwei 
Geraden, deren innere Winkel auf derselben Seite einer schneiden- 
den dritten eine Summe kleiner als 2 Rechte bilden, sich auf 
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dieser Seite schneiden, wurde dann ein Gegenstück zu dem Lehr- 
satz, dass die Geraden parallel sind, wenn die Summe 2 Rechte 
beträgt. Diesen letzten Satz beweist Euklid in I, 27 und 16 mit 
Hülfe der übrigen Voraussetzungen; lässt sich dann das llle Axiom 
und der davon abhängige wichtige Satz über die Winkelsumme 
eines Dreiecks nicht auch beweisen? 

Diese Frage hat im Laufe der Zeiten unzählige Versuche zu 
Beweisen hervorgerufen. Einige von diesen mögen eine gewisse 
Berechtigung gehabt haben, insofern sie solche andere Voraus- 
setzungen, deren Richtigkeit man ebenso bereitwillig von vornherein 
einräumen würde, an die Stelle derjenigen von Euklid setzten. 
Nur hat man nicht immer, so wie Euklid es thut, selbst aus- 
gesprochen und eingeräumt, dass man eine Voraussetzung niachte. 
Wir wollen beispielsweise für das hier erwähnte euklidische 
Axiom oder für die damit verbundenen Sätze, dass eine gerade 
Linie eindeutig bestimmt ist, wenn sie durch einen Punkt geht und 
einer gegebenen Geraden parallel ist, oder dass die Summe der 
'Dreieckswinkel gleich 2 Rechten ist, diejenigen Beweise anführen, 
die den Weg in gute Lehrbücher aus unserer und der nächst vor- 
hergehenden Zeit gefunden haben. Von diesen verdankt man die- 
jenigen, die wir unter 2 und 3 aufführen, dem französischen Mathe- 
matiker Legendre. 

1) Man begnügt sich damit das Axiom zu veranschaulichen und 
so die Leser zu überreden es ebenso anzunehmen, wie sie früher 
die übrigen geometrischen Voraussetzungen angenommen haben. 

2) Man kann den Satz, dass zwei Winkel eines Dreiecks den 
dritten bestimmen, an die Bestimmung eines Dreiecks aus einer 
Seite und den beiden anliegenden Winkeln anschliessen. Die Grösse 
einer einzelnen Seite kann nämlich nur den Maassstab für die ge- 
zeichnete Figur bestimmen, also keinen Einfluss haben auf die Ge- 
stalt des Dreiecks, mithin auch nicht auf die Winkel. Die beiden 
gegebenen Winkel bestimmen also den dritten. Wie man sieht 
wird der Beweis dadurch geführt, dass man die Vorstellung von 
Ähnlichkeit oder von einer vom Maassstab unabhängigen Gestalt 
als geometrische Voraussetzung festsetzt, auf der man bauen will. 
Das, was hier gethan wird, entspricht ganz dem, was Euklid 
selbst gethan hat, als er im Verlegungsaxiom die Kongruenz als 
geometrisches Grössenprincip festsetzte. 

3) Andere begnügen sich nicht wie Euklid damit, die Grösse 
eines Winkels mit Hülfe des Verlegungsprincips zu bestimmen. 
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Sondern sie lassen die Grösse eines Winkels das Verbältnis sein 
zwischen dem von den Schenkeln des Winkels eingescblosseren 
unendbchen Flacbenatück und der Fläcbe der ganzen Ebene. Wenn 
man ttun durch einen Punkt zwei Parallelen zu einer gegebenen 
Geraden ziehen könnte, so würde die eine ganze von der letzten 
Geraden abgeschnittene Halbebene, die ja gleich zwei Rechten ist, 
nur einen Teil ausmachen von einem der vier van den beiden 
ersten Geraden gebildeten Winkel, deren jeder kleiner ist als zwei 
Rechte. Man sieht leicht, dass die neue Voraussetzung hier in der 
Winkeide {tu ilioß liegt und darauf hinaus läuft, dass das in dieser 
aufgestellte Verhältnis zwischen zwei unendlichen Grössen einen 
beslimmten Wert hat, 

4) Noch andere beweisen, dass die Summe der Aussenwinkel 
eines Polygons gleich 4 Rechten ist, indem sie eine Gerade sich 
allmählich um die Scheitelpunkte der Winkel von der einen anlie- 
genden Seite bis auf die andere drehen lassen Wenn diese in 
ihre ursprüngliche Lage zurilckkehrl, so soll sie sich im Ganzen 
um denselben Betrag gedreht haben, wie wenn sie bei der Drehung 
um einen festen Punkt in ihre ursprüngliche Lage zurückgekehrt 
wäre. Auch hier ist man nicht bei der in Euklids Verlegungs- 
princip liegenden Cbarakterisierung des Winkels als Grösse stehen 
geblieben, sondern der Winkel ist vielmehr als Teil einer ganzen 
Umdrehung definiert worden; hierin liegt aber die Voraussetzung, 
dass dieser Teil eine Grösse von solcher Beschaffenheit hat, dass 
es gleichgültig bleibt, ob man eine g.mze Umdrehung um einen 
einzehien Punkt vornimmt oder ob man diese Umdrehung in Um- 
dreh un gen um verschiedene Punkte zerlegt. Dasa hier wirklich eine 
Voraussetzung gemacht wird, die ebenso wie Euklids eigenes 
Axiom speciell für die Ebene gelten soll, das sieht man, wenn 
man die Ebene mit einer Kugellläche, die Geraden mit Bogen 
grössler Kreise vertauscht. Dann hört die Voraussetzung nämlich 
auf richtig zu sein. 

b) Von grösserer Bedeutung mit Bezug auf das Verhältnis 
von Euklids Axiom zu seinem eigenen Lehrgebäude ist jedoch 
ein Versuch von Legendre, der sich wirklich an Euklids übrige 
Voraussetzungen hält. Auf der Grundlage von diesen kann er 
allerdings nicht den allgemeinen Satz über die Winkelsumme eines 
Dreiecks beweisen, aber es gehngt ihm doch darzulhun, dass die 
Winkelsumme nicht grösser ist als zwei Rechte. Einer 
von den Wegen, auf denen er dies Resultat erreicht, folgt sehr 
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genau einem von Euklids eigenen Beweisen, nämlich dem in I, ^6. 
Hier beweist Euklid, dass der Nebenwinkel eines Winkels O in 
einem Dreieck ABC grösser ist als jeder von den beiden ander-^ii 
Winkeln, z. B. als A. Das wird dargethan, indem man die Mitte 
D von A C mit B verbindet und darauf D A^ = B D abträgt. iDss 
Dreieck AiBC erhält dann dieselbeWinkelsumme wie ABC und 
enthält einen Winkel BCA-^i der gleich der Summe der Winkel 
A und C des ursprünglichen Dreiecks ist; daraus folgt A-\- C'*^2'^y 
oder dass A kleiner ist als der Nebenwinkel von C. Die hier a^* 
gewandte Operation wiederholt Legendre, indem er jedesmal 

. dafür sorgt, dass der Win^eli 
y der hier B genannt ist, der 
kleinste Winkel des Dreie^^^ 
ist, das weiter umgewand^^* 
wird. Das neue Dreieck, ^^ 
dem er gelangt, hat dann l^*' 
ständig dieselbe Winkelsunoi^ 
und enthält einen Winkel, -^ 
oder A, der gleich oder kleiner ist als die Hälfte des vorhergehender '^ 
kleinsten Winkels. Nach einem Prineip, das Euklid später i^^^ 
Verbindung mit dem Exhaustionsbeweise aufstellt, kann man au->^^ 
diesem Wege zuletzt zu einem Dreieck gelangen, in dem ein Winker 
kleiner ist als eine beliebige gegebene Grenze. Euklids eigener 
Satz zeigt, dass die Summe der beiden anderen Winkel kleiner als 
zwei Rechte ist. Man kann dann leicht, wenn man will mit dem 
Exhaustionsbeweise, nachweisen, dass die Summe aller drei Win- 
kel, die unverändert dieselbe wie in dem ersten gegebenen Dreieck 
ABC geblieben ist, nicht grösser als zwei Rechte ist. 

War man so Weit gekommen ohne das Ute Axiom (das 5te 
Postulat) zu benutzen, so lag darin die Aufforderung weiter zu 
gehen. Man musste sich daran halten, dass die Summe der Dreiecks- 
winkel gleich 2 Rechten oder kleiner sein konnte. Wenn das letz- 
tere der Fall war, so konnte man beweisen, dass die Winkelsumme 
abnahm, wenn die Fläche des Dreiecks zunahm. Als Ausgangs- 
punkt für die Untersuchung darüber, ob gerade Linien sich schnei- • 
den, hatte man nun nur den, den wir die Voraussetzung über ge- 
schlossene Konturen genannt haben, aber man gelangte doch dahin 
zu beweisen, dass das Schneiden zwischen einer gegebenen Geraden 
und einer Geraden durch einen gegebenen Punkt stattfindet, wenn 
diese Gerade in das eine Paar Scheitelwinkel fällt, die von zwei 
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■stimmten, durch den gegebenen Punkt gehenden, geraden Linien 
gebildet werden. Andere Sätze dieser sogenannten nicbl-euklj- 
tischen Geometrie, die von Lohaf schewsky und Bolyai ent- 
wickelt is(, stimmen mehr mit denen der gewöhnlichen euklidischen 
Geometrie überein. 

Noch können wir eine Art von Geometrie anführen, die von 
Euklids Voraussetzungen ausschliesslich diejenige über geschlossene 
K.onturen und die entsprechenden räumlichen Voraussetzungen he- 
"utzi; diese nennt man Anatysis Situs. 

Mit den hier angedeuteten geometrischen Untersachungei) über 
Qie Voraussetzungen der Geometrie hat man in unseren Tagen auch 
^■^kenn tnistheoretische Fragen danach, woher wir sie haben, 
verbunden. Sind die Voraussetzungen vollkommen willkürlich? 
""et sind sie auf angeborenen Vorstellungen aufgebaut? oder ent- 
Dflllen sie Wahrheiten, die man durch Erfaiirung kennen gelernt 
"^' ? Im letzteren Falle darf man nicht sagen, dass die in den 
^ oraossetzungen enthaltenen Behauptungen absolut richtig sind, 
'oitiiem nur, dasa die Abweichungen zu klein gewesen sind um 
^ahtgeuommen zu werden. Auf solche Fragen giebt Euklid, 
nach dem von uns bereits Gesagten, durchaus keine Antwort. Ihm 
geaügi es, Voraussetzungen aufzustellen, und zu beweisen, dass, 
"^aa sie gültig sind, alles, was daraus abgeleitet wird, es auch 
'*'■ Ea wird dann Sache desjenigen, der seine Resultate benutzen 
"''i. mit sich darüber ins Reine zu kommen, wie weit er die Vor- 
BUsselznngen anerkennen will. 



">- Die allgemeine Lehre von den Proportionen; 
Euklids 5tes und 6tes Buch. 

Wir haben im Vorhei^eheDden verBChiedentlich Ge- 
'^^S^nheit gehabt auf diejenigen Stellen in Euklids ersten 
"•^chern aufmerksam zu machen, in denen die Behiind- 
"iHg von der jetzt gebräuchhchen abweicht. Diese Ab- 
''^icliungen beruhte», soweit eie nicht von rein formeller 
'^^tur waren, im wesentlichen darauf, dasa Euklid sich 
^ diesen ersten Büchern den Gebrauch der Proportionen 
'^rsagen muss und deshalb Beweise liefert, die auf der 
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geometrischen Algebra aufgebaut sind. Der Grund hL 
für war wie schon erwähnt der, dass man längst fein 
gesehen hatte, dass die ältere Lehi-e von den Proportioner 
streng genommen nur auf kommensurable Grössen an- 
wendbar war. Diesem Übelstande hatte Eudoxus durch 
eine neue und wahrhaft allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen abgeholfen, aber an die Entwickelung dieser 
macht Euklid sich erst im 5ten Buche. Bei diesem 
Buche wollen wir ausführlicher verweilen um die Propor- 
tionslehre genauer kennen zu lernen, die nicht nur ein 
Hauptfundament für die nachfolgende antike Mathematik 
wurde, sondern zugleich die Grundlage für die allgemeine 
Grössenlehre kommender Zeiten enthält. 

Die grosse sachliche Bedeutung dieses Buches 
werden wir am besten ans Licht ziehen können, wenn 
wir von Euklids vielen Benennungen für Proportionen, 
die auf verschiedene Weise aus anderen gebildet werden, 
absehen und diese Bildungen in der modernen algebrai- 
schen Zeichensprache wiedergeben. Zu dem Zweck wollen 
wir mit den ersten Buchstaben a, ft, c . . . des Alphabetes 
allgemeine Grössen bezeichnen, die Euklid durch Strecken 
darstellt, und durch m, n, p , , . ganze Zahlen, denen ^ 
Euklid in den Figuren je nach den Beispielen passende | 
kleine Werte erteilt. Aus seinem Buche wird hervorgehen, ; 
dass auch diese geometrische Darstellung einen recht ; 
guten Überblick gewährt. Von den zahlreichen Defini- 
tionen haben wir dann nur Verwendung für die folget' 
den drei. 

In Def. 4 wird gesagt, dass zwei Grössen ein Ver- 
hältnis bilden, wenn Vielfache jeder einzelnen von ihnen 
dahin gebracht werden können die andere zu übertrefie^- 
Hiermit wird nicht nur gesagt, dass die Grössen von der- 
selben Art sein sollen, so dass sie überhaupt verglich^^ 
«^'^rden können, sondern es wird zugleich eine weitet 
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götende Forderung ausgesprochen, die sich als unentbehr- 
^ch erweisen wird sowohl bei der Ausdehnung der Pro- 
portionslehre auf inkommensurable Grössen, als späterhin 
bei den infinitesimalen Untersuchungen, die sich bei Eu- 
klid und Archimedes mittels des auch von Eudoxus 
erfundenen Exhaustionsbeweises ausgeführt finden. 

In Def. 5 wird gesagt, dass 

a : b = c : dy 

^enn ma = nb mit sich bringt, dass mc = nd, 

lind in Def. 7, dass 

a.b^cdy 

'Wenn es solche Werte von m und n giebt, dass 

ma^ nby aber mc^nd. 

Allerdings wird in 5 nicht das Wort «gleich» für 

^e beiden Verhältnisse gebraucht; da aber später in den 

Sätzen 11 und 13 bewiesen wird, dass a:b = c:d und 

c:d^e:f es mit sich bringen, dass a:b>e:fy so ist 

eben von Gleichheit die Rede. Die Bedeutung dieser 

Definitionen von der Grösse eines Verhältnisses wird klar, 

wenn man beachtet, dass sie in Wirklichkeit identisch 

sind mit der modernen Bestimmung einer irrationalen 

reinen Zahl durch rationale Näherungswerte. Erstens ist 

nämlich eine reine Zahl das Verhältnis einer Grösse zu 

einer Einheit derselben Art. Zweitens laufen Euklids 

Vergleiche eben hinaus auf Vergleiche von Verhältnissen 

mit rationalen Näherungswerten — . 

m . 

Nun wollen wir sehen, wie diese Definitionen einer 
exakten Lehre von Verhältnissen und Proportionen zu 
Grunde gelegt werden. 
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In den Sätzen 1 — 3 und 5 — 6 werden folgende Hülfs- 
sätze vorausgeschickt: 

ma + mb==m(a + b)j (1 und 5) 

ma + na = {m + n)ay (2 und 6) 

n ,ma = nm,a, (3) 

Unsere Wiedergabe der letzten drei Sätze ist jedoch 
insofern etwas frei, als beispielsweise in 2 gesagt wird, 
dass ma-\ na dasselbe Vielfache von a ist wie mb -{- nb 
von b; aber sowohl die Beweise — durch Zerlegung der 
ganzen Zahlen in ihre Einer — wie die Anwendungen 
stimmen durchaus zu unserer Angabe der Bedeutungen. 

Diese Hülfssätze und die Definition 4 werden benutzt, 
um folgende Sätze zu einfachen Folgen der Definitionen 
5 und 7 zu machen: 

Wenn a:b = c:dy 

so ist ma: nb = mc:nd; (4) 

wenn a^b, so ist a:c^b:c, aber cia^^cib-, 

(7 und 8) 
wenn a:b = c:d 

und c:d = e:f, 

so ist a:b = e:f, (11) 

und aus solchen gleichen Verhältnissen lässt sich ein 
neues ebenso grosses bilden, nämlich 

(a + c + e):(i + d4-/); ' (12) 

wenn aber a:b = c: d 

und c : d '^ e :fy 

so ist a\b> e :/. (13) 

Als Beispiel für die Beweisführung wollen wir Satz 8 
betrachten, in dem, wenn a^b, die Bestimmung von 
zwei solchen ganzen Zahlen m und n verlangt wird, dass 
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7na>nc>mÄ. Das wird dadurch erreicht, dass man 
die Forderung mit den folgenden vertauscht, die nach 
Definition 4 erfüllbar sind: 

mb> c und m{a — &) > c, 
(n — 1) c < m & <I n c, 
woraus folgt, dass nc<Cma. 

Die Sätze 9 und 10, die die Umkehrungen von 7 
und 8 sind, werden antithetisch bewiesen. In 14 wird 
mit Hülfe der vorhergehenden Sätze bewiesen, dass wenn 

a:b = c:d, 

a = c mit sich bringt, dass b = d. 

In 15 wird mit Hülfe von 12 bewiesen, dass 

ma:mb = a:b. 

Die Sätze 16 — 19 enthalten folgende Umformungen 
der Proportion 

a : b = c : d. 

Aus dieses erhält man a:c = b:d, (16) 

{a — b):b = {c — d):dy (17) 

(a+b):b = {c-^d):d, (18) 

a:b = {a — c):(b — d), (19) 

16 und 17 werden mit Hülfe von Definition 5 be- 
wiesen; daneben werden bei Satz 16 die beiden vorher- 
gehenden Sätze benutzt. In Satz 17 wird aus der gegebenen 
Proportion abgeleitet, dass, für alle Werte von m und 71, 

ma = {m'\-n)b mit sich bringt, dass m c = {m -^ n) d^ 
woraus folgt, dass 

m(a — b) = nb mit sich führt, dass m(c — d)==nd. 
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IS^und 19 werden — der erstere antithetisch — au 
16 und 17 abgeleitet. 

Eine Umformung vermisst man jedoch, nämhch die 
jenige in 

b: a = d: c. 

Da diese ausdrücklich im Beweise für 20 angewandt wird 
so hat man sie in einem Zusatz zu Satz 7 suchen wollen 
was jedoch misslich ist, da in 7 nur die Rede von den 
Fall ist, wo h = d. Deshalb haben einige Herausgebe 
den Zusatz nach Satz 4 verlegen wollen. Die Sache is 
von keiner grossen Bedeutung, da die Umformung eim 
unmittelbare Folge von Definition 5 ist. 

Die Sätze 20 — 23 enthalten die wichtige Lehre vor 
Zusammengesetzen Verhältnissen. 22 sagt aus: 

wenn a:h = d'.e und h:c = e\f, 

so folgt, dass a\c=d:f. 

Als Vorbereitung auf den Beweis wird in 20 bewiesen, 
dass nach den Voraussetzungen die Bedingung a^c, 

woraus nach 8 folgt, dass d:e = a:h==c:b =/: e, nach 

9 und 10 mit sich bringt, dass d==f. Da nun die ge- 
gebenen Proportionen sich nach 4 umformen lassen in 

ma: nb=^ md:ne 
und nb:p c = ne: pf, 

so muss auch 

ma=pc mit sich führen, dass md=pf. 
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a:b = e:f und b ■.c=^d:' 



t, wird auf dieselbe Weise bewieBeu uod ist in derselben 
'eise durch 21 vorbereitet. 

wUu diesen Sätzen wird gesagt, daas das Verhältnis 
Maus den Verhähnisseu a : b und b : c zusammeugesetzt 
m Fassen wir das antike Verliältnis als eine moderne 
Jil auf, eo ergiebt sich, dass das aus den beiden Ver- 
Lltnissen zusammengesetzte Verhältnis dasselbe ist, was 
an jetzt ein Produkt nennt. Obgleich den Verhalt- 
SBen, die zusammengesetzt werden, bestimmte FoiToen 
igelegt werden, da das Hinterglied des einen das Vorder- 
ied des anderen sein soll, so übt das dennoch keine 
SBchiänkung auf die Zusammen setzmig yon Verhältnissen 
iS. AuB der geometrischen Darstellung in VI, 12 ergiebt 
!h nämlich auch, dass jedes Verhältnis sich so uni- 
rmen läset, dass eines von seinen beiden Gliedern einen 
gebenen Wert erhält. In VI, 23, wo bewiesen wird, 
as das Verhältnis zwischen zwei Parallelogrammen von 
aiehem Winkel aus den Verhältnissen der Seiten zu- 
mmengesetzt ist, sieht man denn auch, dass man den 
tzteren die Fomien a : b und b : c giebt, um sie zusammen- 
isetzen. 

Wenn wir dieses hier schon mit berücksichtigen, so 
lÜialten die Sätze 22 und 23 vollständige Beweise für 
'6 Behauptungen, die man jetzt folgend ermassen aus- 
rücken würde: Ein Produkt ist bestimmt durch 
*ine Faktoren, und die Reihenfolge der Faktoren 
't gleichgültig. 

Die Alten besassen also zwei verschiedene Daratel- 
"igen von dem, was man jetzt unabhängig davon, ob 
^ Faktoren rational oder irrational sind, ihr Produkt 
L 10 
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nennt, nämlich die eben geschilderte und die in der geo- 
metrischen Algebra benutzte durch Rechtecke. Dass es 
wirklich im wesentlichen dasselbe ist, was auf diese bei- 
den Arten dargestellt wird, sieht man aus dem eben an- 
geführten 23sten Satze des 6ten Buches. Die Darstellung 
durch zusammengesetzte Verhältnisse verbindet einen wesent- 
lichen Vorteil mit ihrer grösseren UmständHchkeit. WäJi- 
rend die geometrische Algebra gewöhnlich nur Produkte 
aus zwei Faktoren behandelt, die als Rechtecke dargestellt 
sind, und man sich in den Raum begeben muss, um 
Produkte aus drei Faktoren als Parallelepipeda dargestellt 
zu erhalten, so lässt sich ein Produkt aus einer beliebigen 
Anzahl von Faktoren als ein aus diesen zusammengesetztes 
Verhältnis darstellen. Giebt man den Faktoren die Formen 

a:h^ b:Cy cid, die, 

so wird das daraus zusammengesetzte Verhältnis a : e; dies 
wird ausdrücklich in Satz 22 ausgesprochen. 

Ein Beispiel für den allgemeinen Gebrauch, den die 
Griechen von zusammengesetzten Verhältnissen machten, 
haben wir bereits gehabt in der Umwandelung der Auf- 
gabe von der Würfelverdoppelung in die Bestimmung von 
zwei mittleren Proportionalen. Die fortlaufende Proportion 

aix = xiy=y i b 

der Alten drückt also ganz dasselbe aus, was man nun 
ausdrücken würde durch 



\x/ a \a/ 



Auf dieselbe Weise werden auch höhere Potenzen 
ausgedrückt als Verhältnisse zwischen dem ersten und 
letzten Gliede einer fortlaufenden Proportion, d. h. einer 
solchen, deren Glieder eine geometrische Reihe (Quotienten- 
reihe) bilden. 
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Dass man auch zu Euklids Zeiten in dieser Bezie- 
hung weiter war, als sich unmittelbar aus seinem 5ten 
Buch ergiebt, das sieht man aus IX, 35, wo eine Be- 
stürmung von der Summß der Glieder einer geometrischen 
Reihe gegeben wird. In unserer Sprache würde die darin 
enthaltene Untersuchung folgendermassen ausgedrückt 
werden: Wenn 

a h c 

b — a c — b d — c d — a 



80 ist 



a b c a + & + c* 

Der Satz wird indessen nicht nur ausgesprochen von 
einer Summe aus drei aufeinander folgenden Gliedern, 
deren Betrachtung Euklid im Beweise für ausreichend 
gehalten hat. Da dieser allein auf Sätze des 5ten Buches 
aufgebaut ist, so ist er allgemeingültig, wenn auch Eu- 
klid für den AugenbUck ihn nur deshalb mitnimmt, weil 
er in dem folgenden zahlentheoretischen Satz Verwendung 
für den Satz hat, dass 

1 4- 2 4- 2« + . . . 2»» = 2-+1 — 1. 

Wir müssen um so viel grösseres Gewicht auf diese 
Darstellimg von Produkten und Potenzen legen, als sie 
bis in die neuere Zeit hinein die Grundlage geblieben ist 
für solche algebraische Untersuchungen, die auf Allgemein- 
heit Anspruch machten und sich nicht auf rationale Zahlen 
beschränkten. 

Der Satz V, 24 sagt aus: wenn 

a:c = d:f 
und b: c = e:f, 

so folgt, dass (a-{- b):c = {d-\- e) :/; 

dieser Satz ist nahe von derselben Art wie diejenigen sind, 
die den Sätzen über zusammengesetzte Verhältnisse voran- 
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gehen; er kann aber erst hier seinen Platz finden, weil 
der Satz 22 dazu benutzt wird, um aus den beiden ge- 
gebenen Proportionen, nach Umkehrung der Verhältnisse 
in der zweiten (Bildung der reciproken Werte), abzuleiten, 
dass 

a : & = c? : e, 

wonach sieh mit Hülfe von 18 ergiebt, dass 

{a-\-b) :b = (d~\- e) : e. 

Eine neue Zusammensetzung der Verhältnisse (nach 22) 
führt dann zu der Proportion, deren Richtigkeit bewiesen 
werden soll. Die erstgenannte Anwendung von Satz 22 
wird dadurch interessant, dass sie zeigt, dass die Divi- 
sion von Verhältnissen keine neuen und besonderen 
Sätze verlangt. 

Der Satz 25 sagt aus, dass, wenn vier Grössen pr^' 
portional sind, die Summe aus der grössten und kleinsten 
grösser ist als die Summe der beiden anderen; dieser 
Satz wird durch 19 bewiesen. Ein besonderer Fall, det 
hier jedoch nicht erwähnt wird, ist der, dass die Mittel- 
grosse zwischen zwei Grössen (arithmetisches Mittel) grösser 
ist als ihre mittlere Proportionale (geometrisches Mittel) i 
dies wird in VI, 27 durch geometrische Algebra bewiesei^ 
und liefert den Diorismus für Gleichungen zweiten Graden* 

Zwar ist die im 5ten Buche gegebene Lehre von de^ 
Proportionen, trotz der geometrischen Veranschauüchung» 
vollkommen allgemein und auf alle Arten von Grösseti 
anwendbar; aber sie bedurfte einer Ergänzung, die naoi^ 
der Weise der Alten geometrisch werden musste. D^^ 
Existenz der Verhältnisse geht aus den Definitionen he^" 
vor, sobald man nur Grössen hat, die nach Definition ^ 
Verhältnisse bilden können. Indessen ist, wie oben b^' 
rührt, ein Beweis erforderlich für die Existenz einer sol' 
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ci^^ti Grösse, die in Verbindung mit einer gegebenen ein 
^^thältnis von gegebenem Werte bildet, und diese Exi- 
stenz wird durch geometrische Konstruktion einer vierten 
^oportionale bewiesen. 

Diese geometrische Ergänzung zu der Lehre von den 
Pj'oportionen findet sich im 6ten Buche, das zugleich 
^ie wichtigsten Anwendungen dieser Lehre auf die Geo- 
metrie enthält, namentlich auf ähnliche Figuren, sowie 
^e Kombination mit der geometrischen Algebra. Das 
nichtige Ziel, das durch diese Kombination erreicht wird, 
ist die geometrische Darstellung und Lösung von Glei- 
chungen 2ten Grades, in denen a?^ mit einem Koefiicien- 
^n behaftet ist. Wenn dieser Koefficient a rational war, 
so verstanden die Alten wohl, wie wir gesehen haben 
(S. 61), die Gleichung in eine solche mit der Unbekann- 
^n ax und ohne Koefficienten des quadratischen Gliedes 
umzuformen. Wenn der Koefficient dagegen irrational 
ist und selbst durch eine Strecke dargestellt werden muss. 
So reicht die gewöhnliche geometrische Algebra mit zwei 
^Dimensionen nicht mehr aus. 

In Satz 1, wo bewiesen wird, dass Dreiecke und 
Parallelogramme von derselben Höhe sich wie die Grund- 
^^en verhalten, findet die euklidische allgemeine Defini- 
^on von der Gleichheit von Verhältnissen zweckmässige 
Verwendung. Da gleiche Grundlinien gleiche Flächen- 
i^ihalte ergeben, so führt eine unmittelbare Anwendung 
dieser Definition zu dem allgemeinen Satze, ohne dass es 
nötig wäre, vne es in modernen Lehrbüchern geschieht, 
den Fall, wo die gleichartigen Grössen kommensurabel 
sind, nachher zu dem allgemeinen zu erweitern. 

Nach diesem Satze folgen in 2 und 3 die Sätze über 
parallele Transversalen im Dreieck und über die Teilung 
einer Dreieckssite durch die Halbierungslinie des gegen- 
überliegenden Winkels. Darauf folgen in 4 — 1 d\fe Bäxi^V 
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Sätze über ähnliche Dreiecke; dicRe werden bewiesen durch 
KonstiuktioD eines Dreiecks, das dem einen gegebentu 
ähnlich und dem anderen kongi'uent wird. Sie werden 
sofort (in 8) auf ein rechtwinkeliges Dreieck angewandl 
und auf die beiden Dreiecke, worin dieses durch die HÜbt 
auf die Hypotenuse geteilt wird. 

9—13 enthalten die Teilung einer Strecke in gleiche 
oder proportionale Teile, sowie die Konstruktion der drit- 
ten Proportionale {d. h. der vierten zu a, b und 6), lier 
vierten und der mittleren Proportionale. Die letzte Kon- 
struktion ist dieselbe, die schon in II, 14 auf Grundlage 
der geometrischen Algebra angewandt wurde zur Bestica- 
mung der Seite eines Quadrates, das einem gegebenen 
Rechteck gleich war. 

Darauf kommen in 14—23 die Sätze über das Ver- 
hältnis zwischen den Flächeninhalten von Figuren. Den 
Hauptsatz 23 über die Flächeninhalte gleichwinkeliger 
Parallelogramme haben wir schon besprochen. Im Be- 
weise (19) dafür, daas das Verhältnis ähnlicher Dreiecke 
— wie wir sagen — gleich dem Quadrate des Verhält- 
nisses zwischen zwei homologen Seiten ist, wird das Vet- 
hättnis a : b zwischen diesen beiden, tun mit sich selbai 
zusammengesetzt werden zu können, auf die Form h'-( 
gebracht, so dass das quadratische Verhältnis a : c wird- 
Die Satzgroppe enthält auch noch (in 16) den Satz, daes 
in einer Proportion das Rechteck aus den äusseren Glie- 
dern gleich demjenigen aus den inneren Ghedem ist. 

Am Schlüsse des Buches werden demnächst in ^^ 
und 29 die durch Hülfe der Proportionslehre verallgemei- 
nerten Flächenaulegungen behandelt. Eine von der 
Pcoportionslehre unabhängige Verallgemeinerung besteht 
darin, dasa die Rechtecke mit Parallelogi'ammen von einfliß 
beliebig gegebenen Winkel vertauscht werden; da aber 
^^^e letzte Verallgemeinerung ohne Einfluss ist auf die 
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^ometriech-algebraisebe Bedeutung dieser Aiifgabeu, so 
ivollen wir von ihr absehen und hier nur von Rechtecken 
sprechen. Die Aufgaben, von denen die Rede ist, sind 



An eine gegebene Strecke (a) eine gegebene 
Fläche (S) als ein solches Rechteck {mit der Höhe a;) 
anzulegen, dass das fehlende (28) oder überachies- 
sende (29) Rechteck einem gegebenen (mit den Seiten 
c und d) ähnlich wird. 

Die Auflösungen werden dieselben, die wir aus 11, 5 
und 6 für die Fälle abgeleitet haben (S. 46 — 49), wo die 
fehlenden oder Überschi essenden Figuren Quadrate sein 
sollen, ausgenommen, dass 
die früheren Quadrate jetzt 
mit Rechtecken vei-tauscht 
werden, die den gegebenen 
ähnlicfa sind. Die Ähnlich- 
keit tritt überdies dadurch 
deutlich hervor, dass eine 

Diagonale der ähnlichen Rechtecke auf eine und dieselbe 
Gerade fällt. Die erweiterten algebraischen Anwendur^n, 
die sich jetzt erreichen lassen, erkennt man aus der fol- 
genden algebraischen Darstellung der Aufgaben und der 
Umlegungen von Figuren, wodurch sie gelöst werden, 
cämlich : 
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WO wir durch die moderne Benutzung der Vorzeichen 
Dur eine zweimalige Darstellung haben vermeiden wollen. 
Um X zu finden, kommt es darauf an das Rechteck 

-f- + -7a:J zu konstruieren, das dem gegebenen ähnlich, 

Qnd der Differenz oder Summe der bekannten Flächen 
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— f — j und B gleich sein soll. Hierzu dient, wenn ß 

als eine gegebene geradlinige Figur vorausgesetzt wird, 
die Aufgabe 25, die bereits bei den Pythagoreern erwähnt 
wurde: Eine Figur zu konstruieren, die einer gegebenen 
geradlinigen Figur gleich und einer anderen ähnlich ist. 
Die Aufgabe 28 verlangt als Diorismus, dass 

oder dass die gegebene Fläche B nicht grösser ißt als 
ein Rechteck über der Hälfte der gegebenen Strecke ä, 
das dem gegebenen Rechteck cd ähnlich ist. Dieser 
Diorismus ist der Aufgabe auf gewöhnliche Weise hinzu- 
gefügt, aber seine Notwendigkeit ist in dem vorhergehenden 
Satze 27 durch dieselbe Umlegung bewiesen, die in 28 
benutzt wird. Er würde, wie schon früher bemerkt (iß 
unserem Uten Abschnitt) unmittelbar aus der Analyse 
hervorgegangen sein, die der synthetischen Darstellung 
in 28 entspricht. Wenn das Rechteck cd mit eineiu 
Quadrat vertauscht wird, so sagt der Diorismus aus, dass 
ein Quadrat grösser ist als ein Rechteck von derselben 
Seitensumme (ein Resultat, das, wie schon bemerkt, auch 
aus V, 25 folgt). 

Satz 30 enthält die stetige Teilung einer Strecke. 
Die Konstruktion wurde schon einmal in H, 11 (S. 52) 
angegeben und stützte sich da auf H, 6; nun stützt sich 
dieselbe Konstruktion auf Satz VI, 29, der eine Verall- 
gemeinerung von II, 6 ist. Der Grund für die Wieder- 
holung ist derselbe wie bei der Konstruktion der mittleren 
Proportionale, dass nämlich die Aufgabe nun durch di© 
Lehre von den Proportionalen anders ausgedrückt wird 
als früher (Teilung nach äusserem und mittlerem Ver- 
hältnis). 
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Satz 31 enthält die Erweiterung des pythagoreischen 
Lehrsatzes auf beliebige ähnliche Figuren über den Seiten 
eines rechtwinkeligen Dreiecks. Durch diesen $atz, der 
von Euklid persönhch herrühren soll, lässt sich die 
Subtraktion und Addition von Figuren bei den Flächen- 
anlegungen in 28 und 29, wenn B als dem Rechteck c d 
ähnlich gegeben oder ihm ähnlich gemacht ist, mit Hülfe 
eines rechtwinkeligen Dreiecks ausführen. 

In 33, dem letzten Satze des Buches, wird bewiesen, 
dass Kreisbogen und die darauf stehenden Centri- und 
Peripheriewinkel proportional sind. 

Wie man sieht, enthalten das 5te und 6te Buch die 
notwendige Grundlage für eine exakte und vollkommen 
allgemeine Behandlung solcher Aufgaben, die in unserer 
Algebra von Gleichungen des ersten und zweiten Grades 
abhängig sind, durch die Lehre von den Proportionen 
und durch diese in Verbindung mit geometrischer Alge- 
bra. Dass man wirklich diese Grundlage benutzt hat, 
das ergiebt sich aus den vorliegenden weitergehenden 
Arbeiten, wie aus der geometrisch-algebraischen Behand- 
lung der Lehre von den Kegelschnitten bei Apollonius 
und aus einer grossen Menge von den Untersuchungen, 
die uns Pappus aufbewahrt hat. Dass man sich sogar 
ausdrücklich für solche algebraische Arbeit rüstete, erkennt 
man aus verschiedenen Sätzen in Euklids Data, die eine 
Menge Aufgaben — von der angeführten Art und in den 
angeführten Formen — nennen, deren Lösung zweck- 
märSsigerweise während der fortgesetzten analytischen Ar- 
beit als so bekannt betrachtet wird, dass es genügt, die 
neuen Aufgaben darauf zurückzuführen. 

Was wir als eine Gleichung ersten Grades mit all- 
gemeinen Koefficienten schreiben würden, das wird in 
den Data der allgemeinen Gültigkeit wegen als eine Pro- 
portion ausgedrückt. Um nur ein Beispiel statt vieler zu 
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nennen, so sagt Satz 15 der Data aus: Wenn man gegebene 
Grössen zu jeder von zwei Grössen addiert, die in einem 
gegebenen Verhältnis stehen, so stehen entweder die Sum- 
men selbst in dem gegebenen Verhältnis, oder der Über- 
schuss der einen über eine gegebene Grösse steht in dem 
gegebenen Verhältnis zu den anderen. Das heisst soviel, 
dass a? bestimmt wird durch die Proportion 

(a-{-m — x) : (b -\- n) =^ a : b. 

Die erste der genannten Alternativen drückt aus, dass x 
Null werden kann, nämlich wenn 

m:n = a:b. 

Ein negatives a? wird dadurch vermieden, dass man di® 
Gleichung mit der folgenden 

(a -{- m) : (b -{- n — x) = a:b 

vertauscht. 

Wir haben bereits früher angeführt (S. 107), dass di« 
Data Aufgaben enthalten, die sich unmittelbar auf Plächei^' 
anlegungen zurückführen lassen. Als Beispiel für solob® 
Sätze der Data, die Bekanntschaft mit Aufgaben verraten» 
die mehr indirekt von Gleichungen zweiten Grades ö»^' 
hängen, seien hier 85 und 87 genannt: Wenn zwei Streck^^ 
unter einem gegebenen Winkel ein Parallelogramm voo 
gegebener Grösse einschliessen, und die Summe oder Diff^ 
renz der Quadrate über diesen Strecken gegeben ist, öO 
sind die Strecken auch gegeben. Man kannte mit anderen 
Woi'ten (unter geometrischer Form) die Lösungen der Glei* 
chungen 

xy = aj x^ +y^ = b. 
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17. Kommensurable Grössen und ihre Behandlung 
durch Zahlen; Euklids 7.-9. Buch. 

Im 7ten Buche wird eine Einheit eingeführt, wo- 
durch die Grössen, die sie misst, durch ganze Zahlen 
ausgedrückt werden. In diesem und den beiden folgen- 
den Büchern werden dann ganze Zahlen, sowie ihre Ver- 
hältnisse und andere Verbindungen zwischen ihnen be- 
handelt. Im 7ten Buche begegnen wir für ganze Zahlen 
solchen Sätzen über Proportionen, die im 5ten Buche 
bereits auf allgemeingültige Weise bewiesen sind. Zur Er- 
klärung dessen dient der Umstand, dass die allgemein- 
gültige Proportionslehre des 5ten Buches ziemlich neu 
und deshalb noch nicht genügend entwickelt war, um 
auf allen den Gebieten, die sie in der Wirklichkeit um- 
fasst, zu Grunde gelegt zu werden. Dadurch ist uns die 
Proportionslehre des 7ten Buches überliefert worden als 
eine Probe von der älteren Behandlungsweise, bei der 
noch keine Rücksicht auf die Möglichkeit genommen 
wurde, dass die Glieder der Verhältnisse inkommensurabel 
sein können. 

Dass die Lehre von den Verhältnissen zwischen ganzen 
Zahlen als einbegriffen in der bereits entwickelten all- 
gemeineren Lehre nicht einfach fortgelassen werden konnte, 
beruht darauf, dass bei den ganzen Zahlen auch noch 
andere Rücksichten zu nehmen waren, namentlich auf 
Fragen nach der Teilbarkeit und auf die Reduktion von 
Zahlenverhältnissen auf die möglichst kleine Zahl. Das 
zeigt sich sofort, dadurch, dass für Zahlen eine neue 
Definition der Proportionalität gegeben wird, näm- 

d c 
lieh in Def. 20. Nach dieser ist t- = t» wenn a und c 

a 

entweder dieselben Vielfachen, oder derselbe aliquote Teil 
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oder dieselben aliquoten Teile von b und d sind, d, h 

wenn gleichzeitig a^m. - und c^m.— . WasdieGleitli 

heit der Verhältnisse betrifft, so enthält diese Definiti'!' 
allerdings nichts anderes, als was schon in der 5tec Pi' 
finition des 5ten Buches einbegriffen ist; indessen wiiJ 
man doch bald sehen, dass durch die Art und Weise, 
wie sie gebraucht wird, eine nicht unwichtige Vorausset- 
üUDg hineingebracht wird. 

In den Sätzen 1 — 3 werden die bekannten Regeln tut 
die Bestimnmng des grössten gemeinschaftlichen Maaesss 
aufgestellt und bewiesen. Direkt wird bewiesen, dasB 
man ein gemeinsehaftliehes Maass erhält, und antithetisoh, 
dass man das grösste erhält. In 4 wird bewiesen, dass 
man, wenn a und b ganze Zahlen sind und / ihr grösstefi 
gemeinschaftliches Maass, immer sehreiben kann a=-m/, 

ö^n/und dadurch a = m.— . Ist a < 6, so wird m>l. 

n>l. Durch diese Bestimmung werden m und n rei:it:. 
prim. Prüft man nun auf der Grandlage dieser BeEtim- 

mung, ob nach Definition 20 t^j^ ^'^ bringt man W- 

gleich die Voraussetzung hinein, dass, wenn es der Fall 

ist, in c = m . — der letzte Faktor — eine ganze Zahl ist, d»« 

also n, wenn es in einem Produkt m . d aufgeht und relativ 
prim gegen den einen Faktor m ist, in dem anderen Fs»' 
tor d aufgehen muss. Dieser Fundamentals atz der Zahl«*" 
theorie ist also bereits in die Voraussetzungen hineiD' 
gelegt, und es ist folghch nicht von grosser theoretischö 
Bedeutung, wenn Euklid später auf der Grundlage 'O" 
diesen mehrere darin einbegriffene Sätze beweist, wie iD 
30 den Satz, dass eine Primzahl, die in einem Prodn»' 
aufgeht, in einem der Faktoren aufgehen muss. Die er- 
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wähnten Voraussetzungen sind namentlich in Satz 20 be- 
nutzt, der ausEagt, dass, wenn t"^j im^ c und d so 

Uem wie möglich sind, c in a und d in b aofgebt; dieser 
Satz bildet ein wichtiges Glied in der Beweisführung, durch 
die man zu Satz 30 gelangt. 

Wie bekannt benutzt man in einem wirklichen Beweise für 
den genannten Fnndamenlalsatz den Cmstand, dass. wenn a and 
b relativ prim sind, k der grösste geoieinschaitliche Faktor Uli k a 
und k b ist, ein Satz, der aas den R^eln fSr die Bestimmung: des 
grössten gemeinschaft lieben Paktors folgt, der aber von Euklid 
nicht mitgenorameo viird. Was man bei Eohlid vermissl, das ist 
ein Beweis dafür, dass die ia 4 beschriebene Umfonnang von a 

in ni . — die einzige ist. for die nt and n relativ prim mnd. 

tAuB dem Gesäten e^eht eich allerdinge, daas Eu- 
d den Grund für die Lehre von den ganzen Zahlen 
nicht so tief legt wie den für die Geometrie und für die 
Lehre von den allgemeinen kontinui er liehen Gröesen; die 
Soigfalt aber, mit der im übrigen die zahlreiche Reihe 
von wesentlich theoretiBclien Sätzen dargestellt und be- 
gründet wird, zeugt dennoch sowohl von einem richtigen 
Blick dafür, daas auch die Arithmetik einer exakten Be- 
handlung bedarf, als auch von einer Benutzung derjenigen 
Operationen, auf deren Theorie soviel Mühe verwandt 
wird. Die drei arithmetischen Bücher haben jedoch keine 
so grosse und grundl^ende Bedeutung für die Mathema- 
tik bis zu unseren Tagen erhalten wie die vorhergehenden 
und Teile von den folgenden; deshalb wollen wir uns 
hier mit ganz wenigen Bemerkungen über ihren ferneren 
Inhalt begnügen. ' 

Die Lehre von den Verhältnissen im Tten Buch wird 
der Hauptsache nach eine Darstellung der wichtigsten 
allgemeinen Sätze, die b^ der Bechnung mit BrQcben 
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benutzt werden. (Deshalb haben wir auch im Gegensa*'- 
zu unserer Wiedergabe des 5ten Buches die Verhältnisse 
als Brüche geschrieben). 

Die fortlaufenden Proportionen, die im 8ten uad 
9ten Buche behandelt werden, sind, wie wir bereits er- 
wähnt haben, die antike Form für geometrische Reihen, 
hier mit ganzen Gliedern. Die Verhältnisse zwischen 
Gliedern einer solchen Reihe mit verschiedener Stellzahl 
sind die antike Form für die verschiedenen Potenzen 
von ganzen Zahlen und Brüchen. Einzelne Sätze über 
Wm'zeln entstehen durch Einschaltung von mittleren Pro- 
portionalen. 

Die bedeutendsten zahlentheoretischen Sätze, die er- 
reicht werden, sind die Sätze 20 und 86 des 9ten Buches. 
Im ersten wird die Unendlichkeit der Reihe der Priin- 
zahlen dadurch bewiesen, dass das Produkt der ersten 
Primzahlen + 1 entweder eine höhere Primzahl ist oder 
eine solche als Faktor enthält. Der zweite sagt aus, dass 
das Produkt 

(1 + 2+ 22 + ... + 2'»). 2»», 

wenn der erste Faktor eine Primzahl ist, eine «voll- 
kommene Zahl» wird, d. h. eine solche, die gleich der 
Summe aller ihrer Faktoren ist. Die Richtigkeit ist leicht 
dargethan, da — wie bereits früher (S. 147) erwähnt 
wurde — die dazu notwendige Summation von geome- 
trischen Reihen in Satz 35 dargestellt ist. 

18. Inkommensurable Grössen; Euklids lOtes Buch* 

Wenn wir bei der Besprechung des lOten Buches» 
des umfangreichsten der Elemente, auch nicht sehr ^^ 
Einzelne gehen, so geschieht das nicht etwa, weil die 
darin niedergelegte Arbeit, die von Theätet begonDeo 
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und voD Euklid vollendet ist, zu wenig bedeutend sein 
sollte um unsere volle Auimerksamkeit zu verdienen. Im 
Gegenteil rührt die Schwierigkeit, die sich uns trotz der 
sorgfältig durchgeführten Bearbeitung enl^genstelU, wenn 
wir uns einen Überblick über den Inhalt verBchafien 
wollen, davon her, das es eine beschwerliche Aufgabe ist 
ohne irgendwelche Zeichensprache zwiscben den in diesem 
Buche klaasificierten irrationalen Grössen zu unterscheiden. 
DasB das Buch dennoch, obgleich man lange Zeit nachher 
die daraus entnommenen Klassifikationen angewandt finden 
kann, nicht eine so anhaltende historische Bedeutung hat 
gewinnen können wie vieles andere bei Euklid, hat sei- 
nen Gnmd darin, dass weiterhin die Zeichensprache, auch 
schon auf frühen Stufen ihrer Entwiekelung, einen viel 
einfacheren Überblick über die verschiedenen Art«n irra- 
tionaler Grössen gewährte. Auch wir wollen uns hier 
damit b^nügen mit Hülfe der Zeichensprache Auskunft 
dariiber zu geben, welches die Grössen sind, die klassifi- 
ciert werden, ohne uns um die Benennungen zu beküm- 
mern, wodurch dies erreicht wird. Was diese angeht, so 
ivill ich nur, um direkten Misveratändnissen bei Lesern 
Euklids vorzubeugen, darauf aufmerksam machen, dass 
er, wenn er von »rationalen» Grössen spricht, damit nicht 
nur solche meint, die mit der Einheit kommensurabel 
sind, sondern auch solche, deren Quadrate es sind, die 
also «nur in der Potenz kommensurabel sind» mit der 
Einheit. Das Wort Einheit wird hier jedoch nicht so 
wie in zahlentheoretischen Büchern gebraucht, sondern 
eine wülkürlich gewählte Grösse, die als rational betrachtet 
wird, spielt in diesem Zusammenhange dieselbe Rolle wie 
eine Einheit. 

Über Kommensurabilität und Intommensurabilität 
vergewissert man sich, wie schon früher erwähnt (S. 55), 
durch direkte Versuche das grösate gemeinschaftliche Maass 
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zu beatimmen. Die Inkommeiisurabilität wird daran er 
kaDnt, dass diese Operation Bieh bis ine Unendliche fori- 
setzen läsat, während die succeesiven Reste bis iua Ud- 
endliche oder unter jede gegebene Grenze abnehmen. 
Dieses Abnehmen bis ins Unendliche wird mit derselben 
wissenschaftlichen Strenge genommen wie jede uneudliehe 
Annäherung bei den Alten. Das geschieht auch hier mit 
Hülfe der iieii Definition des öten Buches, die in Satz 1 
dahin umgeformt wird, dass man, mdem man von einer 
gegebenen Grösse mehr als die Hälfte subtrahiert, und 
von jedem folgenden Reste wiederum mehr als die Hälfte, 
schliesslich zu einer Grösse gelangen kann, die unter jedar 
gegebenen Grenze liegt. Mit diesem Satz als Ausgangs- 
punkt werden zuerst einige allgemeine Untersuchungen 
in-ationaler Grössen, ohne Rücksicht auf ihre Entstehung, 
vorgenommen, und ebenso Untersuchungen von bieraue 
gebildeten neuen irrationalen Grössen, Dann kommen 
besondere Untersuchungen über Quadratwurzeln, darunter 
auch die früher berührten Untersuchungen über diejenigen 
Fälle, in denen diese sich als rational ergeben, nament 
lieh über rationale rechtwinkelige Dreiecke. Die Formen 
für irrationale Grössen, die ferner aufgestellt werden, sind 
vierte Wurzein aus rationalen Grössen und Ausdrücke 
von der Form p + V p^ — ?. ^/p^ -'r 9:tP' V«±V*i 
sowie die Qtiadrat würz ein aus diesen Ausdrücken, odö 
richtiger, wie wir an einem Beispiel sehen werden, §*■■ 
wisse Umformungen dieser Quadratwurzeln in Sumnii;" 
oder Difierenzen. Die Glieder der letzteren werden dur'i 
Gleichungen von der Formen ä* -\-i/^^a, x.y=^b, ^^ 
a und b schon selbst eine gegebene Form haben, bestimnit. 
Ausser den Definitionen der verschiedenen Klasssi 
irrationaler Grössen besteht die Ai'beit, welche Euklid 
hier ausgeführt hat, im wesentlichen in Beweisen dafOr, 
daas die gebildeten Grössen irrational und im allgemeiiien 



18. Inkommensurable Grössen; Enküd X. Ißl 

unter einander verschieden sind. Das letalere muss mit 
einem auedrücklichen Hervorliebeu der besonderen Falle 
verbunden werden, in denen ein Ausdruck von einer der 
Formen sich auf eine einfachere Form reducieren oder 
sieh aus Ausdrücken von einfacheren Formen zusammen- 
setzen lässt. Hierher gehört die bekannte Umformung 

des doppelt irrationalen Auedrucks Vp + Vp* (7* ^^ 

einen einfach irrationalen. Dieae Umformnug wird in 54 
und 91 beriehungeweiae für -j- und — vorgenommen. 
Dieselbe Transformation wird dann in 57 und 94 an- 
gewandt, um den Auedruck T/n -\-^ p2 ^„ , wo q kein 
Quadrat ist, umzuwandeln in 



yi+ix+yp 



-VI, 



^V^ Auf diese Form führen die Gleichungen, die in 39 
und 76 dazu dienen, die sogenannte «grössere» uud 
'kleinere» irrationale Grösse darzustellen. Die Opera- 
tionen, wodurch diese und äJiniiche Umformungen vor- 
genommen werden, werden allerdings in der Form der 
geometrischen Aigebra dargestellt, sind aber sachlich die- 
selben, die man jetzt in der algebraischen Zeichensprache 
ausdrücken und zur Losung der entsprechenden Glei- 
chungen anwenden ^»•ürde. 



19, Elemente der Stereometrie; reguläre Polyeder; 

»Euklids Utes und IStes Buch. 
Indem Euklid so im lOten Buche Gelegenheit findet, 
eine recht weitgehende algebraische Fertigkeit iu der Be- 
handlung solcher Aufgaben zu zeigen, die jetzt durch 
wie derholte Lösung von Gleichungen zweiten Grades be 
11 
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bandelt werden, stellt er namentlich die Mittel her um 
diejenigen Grössen zu benennen, zu denen ihn die Be- 
stimmung der Seiten und Kanten bei regulären Polygonen 
und Polyedern führt. Ehe er im IBten Buche hierzu ge- 
langt, muss er zuerst im Uten Buche die ersten Elemente 
der Stereometrie darstellen. 

In den ersten Sätzen, die über die Lage von Greraden 
lind Ebenen gegen einander handeln, wird man sofort 
dieselben Sätze und Beweise antreffen, die sich in mo- 
dernen Lehrbüchern finden. Neben den Sätzen muss 
Euklid hier wie in der ebenen Geometrie Konstruktionen 
mitnehmen, da durch diese die notwendigen Beweise für 
die Existenz der betreffenden Figuren geführt werden. 
Da Konstruktionen durch Ebenen nicht in der Weise vor- 
bereitet sind wie Konstruktionen durch Geraden es in 
den Postulaten des ersten Buches waren, so werden die 
Konstruktionen so weit möglich auf planimetrische zurück- 
geführt. So wird eine Senkrechte auf eine Ebene von 
einem Punkte -4 ausserhalb dieser dadurch in 11 gefällt, 
dass man zuerst von A eine Senkrechte A Z) an eine be- 
liebige Gerade B C der Ebene zieht und dann von Ä 
eine Senkrechte auf diejenige Gerade der Ebene, die ini 
Fusspunkte D der ersten Senkrechten senkrecht auf 5^ 
steht. In 12 erhält man die Senkrechte in einem Punkte 
einer Ebene dadurch, dass man zuerst von einem ausser- 
halb liegenden Punkte eine Senkrechte auf die Ebene 
fällt und dann zu dieser eine Parallele durch den gegebe- 
nen Punkt zieht. 

Besonders werden solche Sätze mitgenommen, di® 
später Anwendung finden können bei Untersuchungen 
und Konstruktionen von Parallelepipeden und Polyedern, 
so in 20 und 21 die bekannten Sätze über die Seiten 
einer dreiseitigen oder einer beliebigen konvexen Ecke. 
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Demnächst wird die Konstruktion einer dreiseitigen Ecke 
mit gegebenen Seiten in 22 vorbereitet und in 23 aus- 
geführt. Das geschieht dadurch, dass man auf den Schen- 
keln dieser Winkel gleiche Stücke abschneidet, dann aus 
den Seiten, die in den so entstandenen gleichschenkeligen 
Dreiecken diesen Winkeln gegenüberliegen, ein Dreieck 
konstruiert und um dieses Dreieck einen Kreis beschreibt; 
der Mittelpunkt dieses Kreises ist dann die Projektion 
des Scheitelpunktes der gesuchten Ecke. Die Möglichkeit 
der Konstruktion, wenn die Seiten den in 20 und 21 
gestellten Bedingungen genügen, wird sorgfältig bewiesen 
und dadurch dargethan, dass diese Bedingungen ausrei- 
chend sind. 

Im übrigen handelt das Buch namentlich von Pa- 
rallelepiden und von den Verhältnissen zwischen den 
Grössen von solchen, und schliesst mit der Bestimmung 
des Inhaltes eines dreiseitigen Prismas. Die Beweise für 
die Inhaltsbestimmungen leiden übrigens unter dem Mangel 
in den geometrischen Voraussetzungen über stereometrische 
Grössen, den wir früher (S. 130) besprochen haben. 

Im 12ten Buche kommt unter anderem die Bestim- 
mung des Inhaltes einer Pyramide vor, über die wir später 
in Verbindung mit den übrigen Bestimmungen, die im 
12ten Buche mittels des Exhaustionsbeweises ausgeführt 
werden, genauer berichten wollen. Die übrige Fortsetzung 
der Stereometrie folgt im 13ten Buch, das die Bestimmung 
der 5 regelmässigen Körper enthält, sowie die Bestimmung 
der Grösse ihrer Kanten, wenn der Durchmesser der um- 
beschriebenen Kugel gegeben is-?. Hierzu sind zunächst 
einige geometrisch-algebraische Hülfssätze erforderlich, so- 
wie eine vollständigere Bestimmung der Seiten regulärer 
Polygone als diejenige ist, die die Konstruktion der Poly- 
gone im 4ten Buch unmittelbar giebt. 

ir 
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Die ersten Sätze lassen sich in der Zeichensprache 
der jetzigen Algebra folgendermassen ausdrücken: Wenn 
X und y die Abschnitte der stetig geteilten Strecke a sind, 
und a?>^, so ist 

1. X -{- — = — ]/5 (2 ist die Umkehrung des Satzes 1.) 



3. 


, X X r— 

y+2 2 >^ 


4. 


«2 4-^2 = 3«« 


5. 


o' =x{a-\- x). 



Hieraus wird in 6 geschlossen, dass x und y unter 
die Art von irrationalen Grössen gehören, die im lOten 
Buche den Namen «Apotomen» erhalten haben. 

Darauf folgen einige Sätze über die Seiten regehnäs- 
siger Fünfecke, Sechsecke und Zehnecke. Unter diesen 
ist in 10 ein eleganter Beweis dafür beachtenswert, dass 
von den drei genannten Vielecksseiten die erste Hypote- 
nuse, die beiden anderen Katheten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks sind. In 11 wird dann auf Grundlage geome- 
trischer Betrachtungen eine Berechnung der Fünfecksseite 
vorgenommen, wenn der Durchmesser d des umbeschriebe- 
nen Kreises gegeben ist. Euklids eigene Bestimmung 
führt geradezu dahin, dass die Seite auf die Weise be- 
rechnet werden muss, die wir durch den Ausdruck 

ö" \ n — 9" yö angeben, aber da Euklid die Mittel 

fehlen einen solchen Ausdruck aufzustellen, so begnügt 
er sich damit den Satz auszusprechen, dass die Fünfecks- 
seite, wenn d rational ist, irrational wird von der Form, 
die er im lOten Buche «kleinere Irrationale» genannt 
hat, und seine wirkliche Bestimmung als einen Beweis 
für diese Behauptung zu gestalten. Dass der Beweis so 
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weitläufig wird, beruht darauf, dass ausdrücklieh nach- 
gewiesen werden muss, dass die doppelte Irrationalität 
sich nicht aufheben lässt, denn in solchem Falle würde 
die irrationale Grösse zu einer anderen Klasse gehören. 

In 12 wird die Dreiecksseite bestimmt, und in 13 
wird ein reguläres Tetraeder konstruiert und gezeigt, dass 
die Kante k gleich d V§ ist, wenn d den Durchmesser 
der umbeschriebenen Kugel bedeutet. 

In 14 wird ein reguläres Oktaeder konstruiert und 
nachgewiesen, dass k^=dy\. 

In 15 wird ein reguläres Hexaeder konstruiert und 
nachgewiesen, dass Ar^rfv^. 

In 16 wird ein reguläres Ikosaeder konstruiert und 
durch Ausführung der wirklichen Berechnung gezeigt, dass 
die Kante eine «kleinere Irrationale» ist. 

In 17 wird ein reguläres Dodekaeder konstruiert und 
durch Ausführung der wirklichen Berechnung bewiesen, 
dass seine Kante unter die irrationalen Grössen gehört, 
die Apotomen genannt werden. 

18 zeigt an einer und derselben Figur die Konstruk- 
tionen der verschiedenen Kanten. Diese Figur wird be- 
nutzt um sie unter einander zu vergleichen. 

Die Konstruktionen zeigen, dass die 5 regulären 
Polyeder wirklich existieren. Im Schlusssatze des Buches 
wird der Beweis hinzugefügt, dass sie die einzig mög- 
lichen sind. 

Die meisten Ausgaben von Euklid enthalten noch 
ein sogenanntes 14tesBuch, das von dem etwas späteren 
Mathematiker Hypsikles herrührt, und ein gewiss viel 
jüngeres 15tes Buch. Man hat sie als Anhänge zum 
Euklid aufgefasst, weil sie ebenso wie dessen letztes 
Buch von regulären Polyedern handeln. Das Buch des 
Hypsikles ist in der That eine weitergehende Behand- 
lung dieses Gegenstandes. Als Beispiel für die darin 
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enthaltenen Sätze mag der angeführt werden, dass die 
um die Seitenflächen eines regulären Ikosaeders und Do- 
dekaeders beschriebenen Kreise gleich gross werden, wenn 
die beiden Polyeder in dieselbe Kugel beschrieben sind. 
Als Specialuntersuchung gehört dies Buch eigentlich gar 
nicht unter die Elemente, aber es ist ein hübsches Bei- 
spiel für die Untersuchungen, mit denen sich die Mathe- 
matiker der alexandrinischen Zeit beschäftigten. Nach 
der Vorrede bildet es die Fortsetzung ähnlicher Unter- 
suchungen, die von dem grossen Geometer Apollonius 
herrühren. 

In diesem Zusammenhange wollen wir auch noch 
eine andere Arbeit nennen, die sich an die Untersuchung 
regulärer Polyeder angeschlossen hat, nämlieh Archi- 
medes' Bestimmung von halbregulären Polyedern, 
d. h. von solchen, die von regulären Polygonen verschiedener 
Art begrenzt werden. In einer Arbeit, die verloren ge- 
gangen ist, von der uns aber Pappus berichtet, fand 
Archimedes, dass es 13 solcher Körper giebt. 



20. Der Exhaustionsbeweis; Euklids 12tes Buch. 

Wesentlich dieselben Mittel, durch welche er in der 
Lehre von den Proportionen eine exakte Behandlung auch 
von solchen Grössen erreichte, die sich nur näherungs- 
weise durch rationale Zahlenverhältnisse bestimmen lassen, 
brachte Eudox US auch in Anwendung für die exakte Be- 
stimmung solcher Grössen, die als Grenzwerte für eine 
unendliche Annäherung entstehen, und für das Operieren 
mit ihnen. Die Methode, die er erfand um diese Grenz- 
werte sicher zu stellen ohne direkten Gebrauch von dem, 
damals von den Mathematikern in den Bann gethanen, 
Unendlichkeitsbegriffe zu machen, hat so bestimmte For- 
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i sie ihren eigenen Nomen verdient. Wir wolleu 
deu Namen gebrauchen, den man ihr im ITlen Jahr- 
hundert g^eben hat, und sie den Exhaustionsbeweis 
nemien. Dieser wird auf der Voraussetzung aufgebaut, 
die in der 4teu Definition des öten Buches aufgestellt ist, 
oder gewöhnMch mehr unmittelbar auf dem daraus ab- 
geleiteten Sata 1 des lOten Buches, dass man, wenn 
man von einer Grösse die Hälfte oder mehr als 
die Hälfte wegnimmt und diese Operation eine hin- 
reichende Anzahl von Malen wiederholt, schliess- 
lich zu einer Grösse gelangen kann, die kleiner 
ist als irgendwelche gegebene Grösse derselben 
Art. (Id der moderne« Hprache: Lima .ß .y . . .^0, 
wenn a, ß, y . . . < ^), 

Wir wollen den ExhaustioQsbeweis kennen leruen aus 
seiner ersten Anwendung hei Euklid, wo er in XII, 2 
benutzt wird um zu beweisen, dass die Flächen zweier 
Kreise sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten. 
Im vorhergehenden Satz I ist bewiesen, dass ähnliche 
einbeachriefaene Polygone sich wie die Quadrate ihrer 
Durchmesser verhalten. Man kann dann, wenn man sich 
kurz ausdrücken will, sagen, dass der Beweis für 2 darin 
besteht, die Kreise als Grenzen für solche Polygone zu 
betrachten. Die Zuverlässigkeit dieses Grenzüberganges 
wird durch den Exhaustionsbeweis gewährleistet. Die 
hierzu dienende Anwendung von X, 1, welche erst im 
Beweise selbst vorkommt, läuft in diesem Falle darauf 
hinaus, dass man in einen Kreis ein Polygon mit so 
vielen Seiten beschreiben kann, dass die Diflereuz zwischen 
diesem und dem Kreise kleiner wird als irgendwelche 
gegebeiie Grenze. Die Dreiecke, die man bei einer Ver- 
ippelimg der Seitenzahl von den Segmenten abzieht, 
denen diese Differenz best-eht, sind nämlich halb to 
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gross wie Rechtecke, die diese Segmente ganz enthalten, 
also selbst grösser als die Hälfte der Segmente. 

Um nun, wenn A und B die Kreise, a und b ihre 
Radien sind, zu beweisen, dass 

A:B=a^:b\ 

nimmt man an, dass 

Um zu prüfen, ob es dann möglich ist, dass C <iBy 
beschreibt man in A und B ähnliche, reguläre Polygone 
A' und B> mit so vielen Seiten, dass B — B> <iB — C, 
also B" ^ C, Dann müsste man haben 

a^:b^ = A:C = A':B'; 

das ist aber unmöglich, da A > A\ aber C <C B', 

Der Fall, wo OB, wird auf den vorhergehenden 
zurückgeführt, da man aus C> B würde ableiten kön- 
nen, dass 

h'^:a'^ = C:A = B:D, 
wo D <CA, 

Es ist klar, dass derselbe Beweis immer, wenn vari- 
ierende Grössen A und B> die Grenzwerte A und B 
haben, und das Verhältnis A : B! einen konstanten Wert 
hat, benutzt werden kann um darzuthun, dass das Ver- 
hältnis A : B denselben Wert hat. Wenn im besonderen 
A = B\ so giebt das A=-B, Die Alten stellen jedoch 
nicht, so wie man es in der modernen Lehre vom Un- 
endlichen thun würde, diesen Satz ein für allemal auf, 
denn das würde ebensoviel sein, als wenn sie solche Be- 
griffe wie unendliche Annäherung erklären und dadurch 
anerkennen wollten; vielmehr wiederholen sowohl Eu- 
klid wie später Archimedes dieselben Beweisformen 
jedes einzelne Mal, wo sich Verwendung dafür findet. 



20. Der Exhaastionsbeweis; Enklid Xu. 



169 



Bereits in Satz 5, in dem bewiesen wird, dass zwei 
dreiseitige Pyramiden von derselben Höhe sich wie die 
Grundflächen verhalten, hat Euklid Gelegenheit die an- 
geführte Beweisführung zu wiederholen, nachdem er in 
3 und 4 bewiesen hat, dass die Voraussetzungen für ihre 
Anwendbarkeit vorhanden sind. Das geschieht dadurch, 
dass eine dreiseitige Pjnramide, wie in nebenstehender Fi- 
gur, durch die Ebenen EFG, EGIHxiud EHK, die 




durch die Mitten von 3 oder 4 Kanten gelegt sind, zer- 
legt wird in zwei ihr ähnliche Pyramiden von halb so 
grossen linearen Dimensionen, und in zwei Prismen, von 
denen sich mit Hülfe der Sätze des vorhergehenden Buches 
zeigen lässt, dass sie gleich gross sind, und von denen 
das eine dieselbe Höhe und Grundfläche hat wie eine 
der kleinen Pyramiden. Teilt man nun wieder jede von 
den kleinen Pyramiden auf dieselbe Weise, und fährt 
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man damit fort, so wird man auf diese Weise als Näh 
rimgswerte für die Pyramide die Summe der 2 erste 
der 4 folgenden, der 8 folgenden u. s. w. Prismen er 
halten. Man sieht, dass die Prismen, die man jedesma 
wenn man zu einer neuen Annäherung übergeht, von d 
Pyramide fortnimmt, mehr als die Hälfte von dem b 
tragen, was übrig bleibt; die beiden kleinen Pyramider^^i 
die bei der Teilung einer Pjnramide entstehen, sind 
lieh kleiner als die beiden Prismen, da sie sich so le 
lassen, dass sie nur Teile von diesen ausmachen. 

Hat man nun zwei P3a'amiden, A und iS, von de- 
selben Höhe, und benutzt man als Näherungswerte 
diese die Prismensummen A und ß', die dadurch gebild^^ -I< 
werden, dass man bei beiden Pyramiden gleich weit i-Zi i 
der Teilung gegangen ist, so kommt es (in 4) nur darac-^'-i 
an zu zeigen, dass A : B gleich dem Verhältnis zwisch 
den Grundflächen (Fund G) ist. Das ergiebt sich, we 
wir für die beiden Pyramiden die Summen der beid 
ersten Prismen u^ und r^ nennen, die der 4 bei der 
genden Teilung entstehenden u<^ und Og, die der 8 näc 
sten Wg und Og u. s. w., durch den Beweis, dass 

Der Exhaustionsbeweis liefert dann in 5, dass 

Die Bedeutung des hier benutzten Verfahrens erket^"^^^ 
man am besten, wenn man beachtet, dass der Satz 3 
Bedingungen liefert, die nach X, 1 gewährleisten, das^ 

^ = Mj^ -(- U2 + ttg -(- u. s. w. bis ins Unendliche, 

Diese Betrachtung ruft den Wunsch hervor, die k<^ 
vergente Reihe genauer zu untersuchen. Man sieht xx 
leicht, und teilweise wird das auch von Euklid in XIT^ 
benutzt, dass jedes von den beiden gleich grossen Prlsiix^^ 
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in u, zweien von den 4 gleich grossen Prismen in Wj 
ähnlich ist, und so fort, woraus sich ergiebt, dass U2=\u^, 

^ = «i[l + i + (i)* + --0 = l«i-i«o. 

Wenn u^ ein Prisma bedeutet von derselben Höhe und 
Grundfläche wie die Pyramide P. Für die Richtigkeit 
dieses Satzes lässt sich leicht ein Exhaustionsbeweis 
Möhren. 

Dieses Verfahren wendet Euklid allerdings nicht an. 

Wenn wir es nichtsdestoweniger für wert gehalten haben, 

®8 hier anzuführen, wo wir nicht nur die Verfahrungsarten 

Euklids, sondern überhaupt die der Alten kennen lernen 

Collen, so geschieht das deshalb, weil Archimedes 

wirklich, wie wir bald erwähnen werden, ganz die- 

®®lbe Summation einer unendlichen Reihe an- 

^©ndet um die Fläche eines Parabelsegmentes zu finden. 

Statt dieser Summation wendet Euklid in Satz 7 

^i© bekannte Teilung eines dreiseitigen Prismas in drei 

"yi^amiden an, um den Inhalt der dreiseitigen Pyramide 

^^ finden. Es ist überflüssig, beim Übergange zu mehr- 

^^itigen Pyramiden, sowie beim Übergange von Prismen 

^Hd Pyramiden zu Cylindern und Kegeln zu verweilen; 

^^^ letztere wird mit Hülfe des Exhaustionsbeweises voU- 

^^8en. 

Schwieriger ist der in 18 hergestellte Beweis dafür, 
^^es zwei Kugeln sich wie die Kuben der Radien ver- 
^^Iten, denn hier kann man nicht so einfache Näherungs- 
werte bilden wie bei den Kreisflächen. Als Vorbereitung 
^^Jür wird die Aufgabe (17) gelöst: in eine Kugel ein 
^lyeder zu beschreiben, das eine kleinere koncentrische 
"^"^el ganz umschliesst. Diese Aufgabe wird folgender- 
^^sen gelöst. In einen grössten Kreis der grösseren 
*^tigel (wir wollen ihn Äquator nennen) wird ein reguläres 
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Polygon von gerader Seitenzahl (2 n) so beschrieben, dass 
es den in derselben Ebene liegenden grössten Kreis der 
kleineren Kugel ganz umschliesst. Darauf wird in den 
Äquator der grossen Kugel ein^ reguläres Polygon von 
doppelt so vielen Seiten (4 n) beschrieben. Durch dessen 
Ecken und den Pol des Äquators werden neue grösste 
Kreise (Meridiane) gelegt, welche vom Schnittpunkt mit 
dem Äquator an in ebenso viele Teile (4 n) wie der Äquator 
geteilt werden. Die Teilpunkte werden dann Eckpunkte 
des gesuchten Polyeders sein, dessen Seitenflächen Tra- 
peze und Dreiecke werden, von denen die Dreiecke um 
die Pole herum liegen. Aus Euklids vollständigem Be- 
weise geht hervor, dass er diese Lösung hat geben wollen, 
wenn es auch nicht diese, sondern eine andere unrichtige 
Lösung ist, die in dem nun vorliegenden Texte dem Be- 
weise vorangeht. 

Hier hat man allerdings nicht eine Reihe Näherungs- 
werte für die Kugeln, aber der Exhaustionsbeweis läset 
sich dennoch wie früher führen. Sind nämlich A und B 
die gegebenen Kugeln, a und b ihre Radien, und ist C 
eine zu B koncentrische Kugel bestimmt durch die Glei- 
chung 

so kann man, wenn C <C By in B ein Polyeder B' be- 
schreiben, das C ganz umschliesst, und in A ein diesem 
ähnliches Polyeder A\ Diese werden dann ebenso be- 
nutzt wie die Grössen, die wir in dem früher geführten 
Exhaustionsbeweise A' und B' genannt haben. 

Um zu voller Klarheit über den logischen Wert des 
Exhaustionsbeweises zu gelangen, wird es nützlich sein, 
ihn mit modernen Arten der Betrachtung zu vergleichen. 
Wenn auch die Alten solche Ausdrücke wie Grenzwert 
einer unendlichen Annäherung durchaus vermeiden, so 
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amd es dennoch, wie schon angeführt, in der That solche 
Werte, die man durch den Exh au stions beweis beatimmt. 
Es ist sogar der exakte Grenzbegriff, der der ganzen 
Untersuchung zu Grunde gelegt wird, da verlangt wirÜ, 
dass die i_endliche) Annäherung so weit soll gebracht 
werden können, dasB die Abweichung des NäherungewerteB 
vom Grenzwerte kleiner wird als jede gegebene Grösse. 
Der Exhaustionsbeweis ist ein exakter, antithetischer Be- 
weis für die Eindeutigkeit dieser Bestiinmungsart, oder 
dafür, dass zwei Grössen, die auf diese Weise Grenzen 
für dieselben Näherungswerte werden, gleich gross sind. 
Er ist ein notwendiges Glied iu jeder vollständigen Infini- 
tesimalnnterauchung, und zudem ist er nichts anderes als 
ein solches Glied, weshalb man sagen kann, dass da, wo 
es einen Exhaustio nebe weis giebt, auch eine Infinitedmal- 
unt«rsuchung vorhanden ist, naoilich die, die zu dem 
Resultat führt, dessen Richtigkeit hinterher bewiesen 
wird. 

Die Infinitesinaaluntersuchungen, die man bei den 
alten Autoren da findet, wo sie den Exhaustions beweis be- 
nutzt haben, lassen sich auch aiif bestimmte von den infini- 
teßimalen Methoden zurückführen, die man jetzt anwendet. 
So kann man sagen, dass nicht nur die Pyramiden bei 
Euklid XII, 5 und das Pai'abelsegment bei Archimedes, 
sondern auch die Kreise im Satze XII, 2 durch konver- 
gente Reihen bestimmt sind, und Archimedes benutzt, 
wie wir sehen werden, solche Summen von unendlich 
vielen unendÜch kleinen Grössen, die wir jetzt bestimmte 
Integrale nennen. Der Exhaustionsbe weis macht die An- 
wendung von diesen vollkommen exakt. Die Alten gehen 
jedoch in den überlieferten Schriften so ganz darin auf 
diese Exaktheit in jedem einzelnen Falle sicher zu 
el«llen, daas kein Raum dafür bleibt diejenigen Methoden, 
die sie benutzen um die Resultate zu finden, über den 
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augenblicklichen Bedarf hinaus zu entwickeln und andere 
neue Methoden zu bilden. 

Als im 17ten Jahrhundert die Infinitesimalunter- 
suchungen namentlich im Anschluss an Archimedes' 
Schriften wieder aufgenommen wurden, kam es haupt- 
sächlich darauf an, nicht nur seine Begründung der Re- 
sultate zu verstehen, sondern zugleich zu sehen, wie diese 
und neue sich finden Hessen, also Methoden hierfür zu 
entwickeln. Man fuhr jedoch fort die nach und nach 
gewonnenen Resultate zum grossen Teil entweder durch 
wiederholte Anwendungen des Exhaustionsbeweises sicher 
zu stellen, oder ihnen doch Zutrauen zu verschaffen durch 
die Bemerkung, dass dieser Beweis sich würde benutzen 
lasseh. So verfuhr z. B. Fermat, und man fuhr sogar 
damit fort, nachdem die Differential- und Integralrech- 
nung durch Newton und Leibnitz begründet worden 
war. Als man sich allmählich mehr in die Benutzung 
der Methode zur Auffindung neuer Resultate vertieft und 
sich im Umgehen mit unendlich kleinen Grössen Routine 
erworben hatte, vergass man jedoch oft die logische Sicher- 
stellung, die der Exhaustionsbeweis zu geben bestimmt 
war. Man betrachtete unendlich kleine Grössen als hin- 
reichend definiert durch ihren Namen, und es konnte 
wohl vorkommen, dass einer sich soweit vergass, eine 
Grösse als durch eine unendliche Reihe definiert zu be- 
trachten, ohne sich von ihrer Konvergenz überzeugt zu 
haben. 

Erst in unserem Jahrhundert haben die Forderungen 
nach Exaktheit, denen die Alten durch den Exhaustions- 
beweis genügteri, wieder volle Anerkennung gefunden. 
Man erfüllt sie eben dadurch, dass man für die Existenz 
und Eindeutigkeit der Grenzwerte solche Beweise führt, 
die im wesentlichen mit dem Exhaustionsbeweise zu- 
sammenfallen. Nur führt man diesen jetzt — und dasß 
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man das kann, deuteten wir bereits bei der ersten An- 
wendung des Ex hauetionsbe weises an — ein für alle- 
mal oder wendet ihn doch nur an bei der Behaiidlimg 
so aligemeiner Begriffe, wie es die Summe einer unend- 
lichen Reihe oder ein bestimmtes Integral sind, während 
man ihn im Altertum für jede einzelne Anwendung wieder- 
holte. 

Eine nicht unweaentliche Formverschiedeiiheit, die 
allerdings die Stringenz der Schlüsse unberührt läast, aber 
von dem verschiedenen Ausgangspunkt herrührt, ist jedoch 
vorhanden zwischen der Behandlung dieser Fragen im 
Altertum und in der Gegenwart. Sie trat bereits hervor, 
als im allgemeinen die Rede war von der Kontinuität der 
Grössen. Das Vorhandensein dieser wurde von den Alten 
unmittelbar vorausgesetzt durch die geometrisch dar- 
gestellten Grössen in Euklids vier ersten Büchern, und 
erst hinterher lernt man im 5ten Buche arithmetische 
Mitte! kennen, che sich auch benutzen lassen um Grössen 
zu vergleichen, die nicht kommensurabel sind. Nun da- 
gegen stellt man vielmehr diese arithmetische Grössen- 
bestimniung an die Spitze imd wendet sie erst nachher 
an auf die mehr empirischen, kontinuierlich variierenden 
Grössen. Ebenso wird mau jetzt oft den konvergenten 
arithmetischen Näherungspro cesB, durch den die Fläche 
einer ebenen Figur, z. B. eines Kreises, oder ein Volumen, 
z, B. einer Pyramide, bestimmt wird, voranstellen und 
als Definition für Flächeninhalt oder Volumen benutzen. 
Die Alten dagegen betrachteten jede ebene Fläche und 
jedes Volumen als definiert duicb die allgemeiuen Gröasen- 
asiome, die wir in Euklids erstem Buche kenneu gelernt 
haben. So wurde der Satz, dass der Kreis grösser ist 
als jedes einbeschriebene und kleiner als jedes umbeschrie- 
bene Polygon, eine unmittelbare Folge des 8ten Axiomea. 
Aus den Axiomen des ersten Buches wurden die Nähe- 
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rungsprocesse abgeleitet, die damals für die Bestimmungen 
angewandt wurden und jetzt für die Definitionen ange- 
wandt werden. Die Übereinstimmung besteht darin, dass 
man damals ebenso wie jetzt sichere Beweise für die 
Konvergenz dieser Processe verlangte. 

Die allgemeinen Grössenaxiome reichen indessen nicht 
aus, wenn es darauf ankommt die Länge einer krummen 
Linie oder den Inhalt einer krummen Fläche zu bestim- 
men. Deshalb hält man es jetzt für besonders notwendig, 
diese Begriffe durch eben den Näherungsprocess zu defi- 
nieren, " durch den die Grössen faktisch bestimmt werden. 
Es zeigt sich, dass wenigstens Archimedes für die hier 
berührte Schwierigkeit ein offenes Auge gehabt hat. Er 
sucht ihr nicht abzuhelfen durch formelle Definitionen 
der genannten Begriffe, sondern statt dessen stellt er nach 
Weise der . Alten ausdrücklich die Voraussetzungen auf 
— postuliert sie — , die er ausser den allgemeinen 
Voraussetzungen über Grössen in den Näherungsprocessen, 
wodurch die Grössen bestimmt werden, und in den Be- 
weisen für die Konvergenz dieser Processe anwendet. 
Diese Voraussetzungen werden als Postulate zu seiner 
Schrift über die Kugel und den Cylinder aufgestellt. Sie 
sagen aus, dass 

1) die gerade Linie der kürzeste Weg zwischen zwei 
Punkten ist; 

2) dass von zwei Linien zwischen denselben Punkten, 
die ihre Konvexität nach derselben Seite wenden, die 
äussere die grössere ist; 

3) dass eine ebene Fläche kleiner ist als eine krumme 
von demselben Umkreis; 

4) dass von zwei krummen Flächen mit demselben 
(ebenen) Umkreis, die ihre Konvexität nach derselben 
Seite wenden, die äussere die grössere ist. 
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Es ist offenbar ein Missveratändnis, wenn man zu- 
weilen in dem ersten von dieBen Poetulaten — aus seinem 
Zusammenhang lierausgerissen — eine Definition der 
geraden Linie hat sehe» wollen. Vielmehr dient dieses 
und das folgende zur Definition der Länge eiuer krummen 
Linie, die beiden letzten zur Definition des Inhaltes einer 
krummen Fläche. Dass diese indirekten Definitionen 
ausreichend sind, zeigt sich dadurch, dass sie sich 
wirklich für die Bestimmungen veni'erten lassen. Dagegen 
enthalten 2 und 4, die sicherlich nicht ganz entbehrt 
werden könnten, etwas mehr aia streng notwendig iat. 

Nachdem wir nun auch hier die allgemeinen Priu- 
cipien kennen gelernt haben, die Archimedea benutzte 
um seine infinitesimalen Bestimmungen mittels des Ex- 
h au stionsbe weises sicher zu stellen, können wir uns im 
Folgenden damit begnügen die Zerlegungen, wodurch die 
Bestimmungen ausgeführt wurden, und die dadurch er- 
reichten Resultate anzugeben, ohne dass es nötig wäre 
auf die Einzelheiten der strengen Beweisführung einzu- 
ziehen. 



t\. Infinitesimale Bestimmungen bei Archimedes. 

Obgleich die ausserordentlichen Verdienste des Ar- 
chimedes sich auch auf anderen Gebieten zeigen, die 
zum Teil schon berührt sind oder später erwähnt werden 
sollen, so tritt uns seine schöpferische Kraft dennoch vor 
allem entgegen sowohl in den infinitesimalen Unter- 
suchungen, für die Eudoxus schon eine so zuverläs- 
sige Grundlage geschaffen hatte, als auch in der Lehre 
vom Gleichgewicht, von der man vor Archimedea 
keine exakte Behandlung kennt. In diesen Untersuchungen 
hat er vielfach Gelegenheit sich ausser mit der eiemen- 
12 
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taren Mathematik auch mit der Lehre von den Kegel- 
schnitten vertraut zu zeigen, so vertraut, dass er sogar 
Schnitte an solchen Flächen behandeln kann, die durch 
Umdrehung von Kegelschnitten entstanden sind. Da wir 
jedoch über die gi'iechische Lehre von den Kegelschnitten 
am liebsten im Zusammenhange reden wollen, so wollen 
wir in unserer sonstigen Besprechung von Archimedes* 
Arbeiten nur jedesmal die Eigenschaften der Kegelschnitte 
erwähnen, die er gerade benutzt, ohne vorläufig zu unter- 
suchen, woher er sie kennt. 

Wir wollen unsere Mitteilungen über Archimedes* 
infinitesimale Untersuchungen mit der Schrift über 
die Quadratur der Parabel beginnen, weil wir in dieser 
Schrift ausnahmsweise erfahren, wie Archimedes von 
Anfang an zu seinem Resultat gelangt ist, und weil dies 
Resultat naturgemäss den Anstoss zu den damit verwandten 
Untersuchungen in anderen Schriften gegeben haben kann. 
• Archimedes nennt den Weg, auf dem er zuerst die 
Fläche des Segmentes gefunden hat, das von einem Pa- 
rabelbogen und seiner Sehne begrenzt wird, mechanisch, 
weil er sich auf die Sätze von statischen Momenten und 
vom Schwerpunkt des Dreiecks stützt, die in seinem Buche 
über das Gleichgewicht ebener Figuren, das später be- 
sprochen werden soll, dargestellt werden. Die Untersuchung 
lässt sich kurz folgen dermassen wiedergeben: Nimmt man 
die Sehne A C (deren Länge wir a nennen wollen) zur 
Abscissenaxe und den durch den einen Endpunkt A der 
Sehne gehenden Parabeldurchmesser -4 G zur Ordinatenaxe, 
bezeichnen ferner x und y die Koordinaten eines Punktes 
E der Parabel, y^^^ die der Abscisse x entsprechende Ordi- 
nate ZL der Tangente C G im anderen Endpunkt der 
Sehne, dann ist — was Archimedes zuerst aus den da- 
mals bekannten Sätzen über die Parabel ableitet — 
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Die Ordinate y-^ hat deshalb in der Lage, die sie wirklich 
einnimmt, dasselbe Moment mit Bezug auf die Linie A G, 
wie die Ordinate y haben würde, wenn man sie parallel 

ß 




mit sich selbst nach C verlegte. Durch eine Teilung der 
Figur in Streifen mittels Parallelen zur Ordinatenaxe und 
durch eine Anwendung des Exhaustionsbeweises, die am 
ehesten einer vollständigen Begründung des Satzes ent- 
sprechen würde, dass 



a\ y dx =^ i y^ xdxj 
tJ U 



beweist Archimedes dann, dass das Moment des in C 
angebrachten ganzen Parabelsegmentes mit Bezug auf A G 
dasselbe ist wie das Moment des Dreiecks A C G in seiner 
natürlichen Lage. Da nun der Abstand des Schwerpunktes 
des Dreiecks ACQ von A G ein Drittel von demjenigen 
des Punktes C ist, so wird das Segment \ vom Dreieck 

12* 
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A C G oder § des Dreiecks, das von der Sehne und den 
Tangenten in ihren Endpunkten begrenzt wird. [Bei der 
genaueren Ausführung hiervon denkt Arehimedes sich 
die Parabel in dem anderen Endpunkt eines gleicharmigen 
Hebels mit dem Unterstützungspunkte in A aufgehängt]. 
Ungeachtet der strengen Durchführung dieses Beweises 
fügt Arehimedes dennoch einen ausserordentlich hüb- 
schen geometrischen Beweis hinzu. Ist AEBFC das 
Segment und B D der Durchmesser, der die Sehne A C 
halbiert, so wird zuerst das Dreieck ABC \n das gegebene 
Segment beschrieben, darauf die Dreiecke ABB und 




BFC in die abgeschnittenen Segmente, entsprechende 
Dreiecke in die neuen Segmente u. s. w. Dann ergiebt 
sich leicht, dass jedes Dreieck (wie AEB) in einer neuen 
Reihe von Dreiecken gleich ^ eines Dreiecks (wie ABC) 
in der vorhergehenden Reihe ist. Da in jeder neuen 
Reihe doppelt so viele Dreiecke wie in der vorhergehenden 
sind, so erhält man 

Segment ABC = [l-\- l-\-{\y + . . ,] AABC 

=^AABa 

Der Beweis wird — wie in unserer Besprechung von Eu- 
klids 12tem Buche berührt wurde — als ein Exhaustions- 
beweis durchgeführt. 
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Während Archimedee' geometrieche Quadratur der 
Parabel faktisch auf der Summatlon einer unendlicheo 
leihe beruht, haben wir in unserer Wiedergabe der «me- 
chanischen» Bestimmung das Integralzeichen benutzt um 
eine Zerlegung in Stücke, die sämtlich gleichzeitig bis ine 
Unendliche abnehmen, zu bezeichnen. Archimedes' Be- 
handlung kann hier jedoch nicht eine Integration genannt 
werden, sie dient im Gegenteil dazu, eine Integration zu 
vermeiden, da sie nur die vorliegende Untereuchung auf 
eine andere zurückführt, deren Resultat vorher schon ohne 
Integration gefimden war, nämlich auf die Bestiinmung 
des Schwerpunktes eines Dreiecks. 

Von wirklichen Integrationen lägst eich dagegen 
reden in den Schriften über die Spiralen und über 
Konoide und Sphäroide. Archimedes stellt dort 
nämlich Sätze auf, die genau unseren Formeln 



s> 



' und 



X" 



"du 



= J = 



entsprechen, und wendet diese auf unter sich verschiedene 
geometrische Bestimmungen an, die man jetzt — mit 
Ausnahme der bei jeder einzelnen Frage wiederholten 
Anwendung des Exhauetionsbe weises — auf dieselbe Weise 
mit Hülfe der angeführten Inte^alformeln ausführen würde. 
Diese Sätze, von denen der erete iji der Einleitung zu der 
Schrift über Konoide und Sphäroide angeführt wird, der 
zweit« in einem Zusatz zu Satz 10 über die Spiralen, 
sind folgende: 



-A<fi+2A + 3A + ...+nA< 



^A^ <A' + (2A)»+(3A)* 



(»+!)' 
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Der erste ergiebt sich unmittelbar durch eine Summa- 
tion der Glieder einer arithmetischen Reihe (Differenz- 
reihe), die sicher schon lange bekannt gewesen ist. Der 
zweite beruht auf einer im Hauptsatz 10 ausgeführten 
Summation der betreffenden Reihe. Archimedes findet, 
dass 

3 [ä2 + (2 Ä)2 + (3 /i)2 + . . . + (n h)^] = 
(n + 1) (n/i)2 + Ä(/i + 2 /i + 3 /i -f . . . + /lÄ). 

Der Beweis, in dem h, 2 h u, s. w. durch Strecken 
dargestellt werden, lässt sich, wenn wir h als Einheit be- 
trachten und die gesuchte Summe der Quadrate s nennen, 
folgendermassen wiedergeben: 

^n+ l)n^ =n^ + [{n-l)+ 1]^ + [(n — 2) + 2]^ + . .. 
4. [2 + (n - 2)]2 4- [1 + (n - 1)]2 + n^ 
= 2 . 8 + 2 . (n— 1) 4- 4(n — 2) -f 6 . (yi — 3) + . . . 

+ 2(n— l).l. 
Addiert man hierzu 

(n + n — 1 + /1— 2 + ...4-I), 
so erhält man 
2 8 + n + 3 . (n — 1) 4- 5 . (n — 2) + . . . -f (2 n — 1). 1- 

Dass diese Grösse genau gleich 3 s ist, geht aus der 
Summation der folgenden Gleichungen hervor, deren Ricl^' 
tigkeit aus der Formel für die Summe der Glieder einer 
Differenzreihe folgt: 

n2=n+2(/i — l + n — 2 + ... + 1) 

(n — l)2=n — l-f2(/i — 2 + n — 3 + ...4-I) 
(/i_2)2=/i — 24-2(/i — 3-fn — 44-... + I) 



Diese Summation ist ein wertvolles algebraisch^ 
Neuprodukt von Archimedes' Untersuchung. 
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Die Anwendung, die Archimedes hiervon in seiner 
Schrift über die Spiralen macht, ist die Berechnung eines 
Sektors einer archimedischen Spirale r = a .'&. Die Fläche 
^mes solchen ist 

^ird also durch die letzte der beiden angeführten Inte- 

S^'ationen gefunden. Archimedes bestimmt das Ver- 

^*Utnis zu einem Kreissektor mit dem Radius r, und 

^J'i'eicht dies durch Teilung des Winkels i?i — i?o ^^^ 

<iadurch zugleich der Sektoren, durch Konstruktion von 

"^^issektoren, die von Spiralsektoren eingeschlossen werden 

^^d diese umschliessen, durch Vergleichung mit diesen 

^^^eissektoren, und durch Anwendung des Exhaustions- 

"^^^eises. 

Als Konoide werden teils Umdrehungsparaboloide 
*^^zeichnet, teils Umdrehungshjrperboloide mit zwei Netzen, 
^^ti denen jedoch nur das eine benutzt wird. Sphäroide 
^^^^d. Umdrehungsellipsoide. In der Schrift über diese 
'^^»^n von Flächen bestimmt Archimedes das Volumen 
^^^ Segmenten, die von einer solchen Fläche und einer 
^^liebigen Ebene begrenzt werden. Archimedes ist im- 
^^txde die Beschaffenheit eines willkürlichen ebenen 
^Ixxiittes an einer solchen Fläohe zu ermitteln und seine 
^^en mit Hülfe der Abschnitte zu bestimmen, die seine 
■^t>eiie auf dem zugehörigen Durchmesser der Fläche ab- 
schneidet. Er hat femer die Fläche einer Ellipse gefunden, 
^^B leicht durch Vergleichung von Figuren geschieht, die 
^^ die Ellipse und in einen Kreis über ihrer einen Axe 
^^^ Durchmesser beschrieben werden. Die Volumenbestim- 
^^ngen werden dann auf eben die Integrationen zurück- 
S^^hrt, die Archimedes, wie wir gesehen haben, in 
^^^er anderen Form kannte. 
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Die beiden angeführten Schriften sind ausser durch 
die darin enthaltenen Flächen- und Volumenbestimmungen 
auch noch in anderer Beziehung merkwürdig. So liefert 
die Schrift über Konoide und Sphäroide, wie sich 
schon aus dem Angeführten ergiebt, uns Aufklärungen 
über Archimedes' Bekanntschaft mit den Kegelschnitten. 
In der Schrift über die Spiralen finden sich einige 
früher erwähnte «Einschiebungen». Zur Hauptaufgabe 
dieser Schrift gehört ausser der Flächenbestimmung auch 
noch eine andere infinitesimale Aufgabe, nämlich die Be- 
stimmung von Tangenten an die Spiralen. Dazu benutzt 
Archimedes, selbstverständlich unter der gebührenden 
Kontrole mittels des Exhaustionsbeweises, dasselbe infini- 
tesimale Dreieck, das jetzt für die Bestimmung von Tan- 
genten an Kurven benutzt wird, die in Polar-Koordinaten 
ausgedrückt sind. Als Resultat ergiebt sich, dass die 
Polarsubtangente r.t? wird. Die Subtangenten in den 
Endpunkten der verschiedenen ganzen Umläufe der Spi- 
ralen erhielten — wie wir früher (S. 78) berührt haben — 
für Archimedes ein besonderes Interesse dadurch, dass 
sie geradlinige Darstellungen von Kreisperipherien sind. 

. Die wichtigste integrationsähnliche Bestimmung, die 
wir Archimedes verdanken, dürfte jedoch seine Bestim- 
mung der Kugeloberfläche sein. Das Verfahren ist, wenn 
auch in einer anderen Form, ungefähr dasselbe, das in 
unseren elementaren Lehrbüchern benutzt wird, und führt, 
in Übereinstimmung mit dem Titel des Werkes, nament- 
lich dahin, dass Kugelzonen und die entsprechenden 
Stücke der Mantelfläche des umbeschriebenen Cylinders 
gleich gross sind. Von da aus gelangt man jedoch leicht 
zu anderen Bestimmungsformen und gleichfalls zu der 
Bestimmung des Volumens von Kugel, Sektor und Seg- 
ment. Da Archimedes ebensowenig wie Euklid irgend- 
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welche ^Einheit einführt, ho beßtehen diese letzten Bestim- 
ungen in der Konstruktion von Cylindern und Kegeln, 
die den gesuchten RaumgrÖBeen gleich sind. 

Iin zweiten Euch derselben Schrift werden (ausser 
eben genannten Bestimmung der Volumina von Seg- 
menten) verschiedene Aufgaben über die gesuchten Raum- 
grössen behandelt, darunter diejenige, durch eiue Ebene 
eine Kugel in zwei Segmente zu teilen, die in einem ge- 
gebenen Verhidtnis stehen. Die Lösung hängt wie bekannt 
von einer Gleichung dritten Gfrades ab. Auf eine solche 
führt auch Archimedes die Aufgabe zurück, indem er 
ihr folgende Form giebt: Eine Strecke DZ, auf der die 
Funkte B und T gegeben sind, so durch einen Punkt X 
zu teilen, daas 

DB^:DX^ = XZ: TZ. 

£} B ist hier der Durchmesser 2 r der Kugel, auf dessen 
Verlängerung BZ=r abgetragen ist, DX iat die Höhe 
des einen Segmentes, und wenn dieses sich zu dem 
anderen verhalten soll wie m:n, so iat 



TZ= 



Ärchimedes verspricht diese Gleichung später zu 
lösen und hebt für den Augenblick nur hervor, dass der 
Bedingung für die Möglichkeit, welche die Gleichung ver- 
langt, genügt wird durch die vorliegende Aufgabe über 
die Kugel. Ein (Jrund füi' diesen Aufschub — der leider 
dazu gefülirt hat, dass die Auflösung in dem vorliegenden 
Text fehlt — mag darin gelegen haben, dass Ärchimedes 
in demselben Buche mehrfach Verwendung für dieselbe 
Gleichung hatte. Der letzte (9te) Satz des Buches sagt 
nämlich aus, dass das grösste von den Kugclsegmenten, 
die eine gegebene krumme Oberfläche haben, eine Halb- 
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kagei vn. Der Beweis^ der hierfür geführt wird, der 
übrigenfi in dem überlieferten Text nur onTplIytäifidig istj 
Isuiifi deutlich erkennen, dass er eist gemacht lEt, naehdon 
da« K^-^ultat auf anderem Wege gefanden worden war. 
Eine wirkliche Ableitung des genannten Satzes hätte da- 
gegen einen natürlichen Platz in demselben Zusatz finden 
können, den Archimedes mit Bezug auf die Kugel- 
teilung versprochen hatte. Ein solcher Salz über ein 
Maximum, wie dieser 9te, kommt nämlich stets bei den 
Griechen als Diorismus zu einer Au^be vor. Dieser 
hat im gegenwärtigen Falle darauf ausgehen müssen ein 
Kugelsegment zu finden, dessen Volumen und krumme 
Oberfläche gegeben waren, und diese Aufgabe lässt sich 
eben mittels der oben genannten Gleichung lösen. 

Nun findet sich wie gesagt der versprochene Zusatz 
nicht in dem überlieferten Text selbst, aber man nimmt 
an, das» er in einem anderen alten Manuskript enthalten 
gewesen ist, das von Eutokius, dem Kommentator des 
Archimedes, gefunden und im Auszuge wiederg^eben 
ist. In diesem Manuskript wird die Gleichung des Ar- 
chimedes mit Hülfe von Kegelschnitten gelöst, und aus 
der (jrleichung werden solche Bestimmungen der Möglich- 
keit abgeleitet, dass ihre Anwendung auf die Aufgabe, 
«ein Kugelsegment von gegebenem Volumen und gegebener 
krummer Oberfläche zu finden» unmittelbar den Satz 9 
ergeben würde. Eben diese Lösung soll später mitgeteilt 
werden, da sie eines der besten überlieferten Beispiele 
dafür ist, wie die Alten die sogenannten «räumlichen 
Aufgaben» behandelten. 

Dass die Bestimmung der Kugeloberfläche in reichem 
MnasHC Veranlassung zu weiteren Untersuchungen giebt, 
hat sicli also sofort in Archimedes' Schrift zu erkennen 
gogehon. Anwendungen in der Praxis oder auf andere 
Wifleenschaften, wie die Geographie, liegen auch nahe. 
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Diese Umstände tnögeu dazu beigetragen haben, daas 
Archimedes diese Bestimmung unter seinen Arbeiten 
am höchsten stellte. Eia genügender Grund hierfür Ing 
jedoch schon in dem Umstände, dass es ihm gelungen 
war, den Inhalt einer nicht abwickelbaren krummen 
Fläche zu einer Zeit zu berechnen, wo sogar die Berech- 
nung von ebenen Flächen und von Rauminhalten so 
wenig entwickelt war. Und wie wenige Flächen kennen 
wir nicht heutigen Tages, deren Inhalte sieh auf leidlich 
übersichtliche Weise darstellen lassen ! 

Nach Archimedes' Wunsch setzte man auf sein 
Grab ein Monument, das eine Kugel mit einem umbe- 
schriebenen Cyhnder enthielt. Dies fand und erneuerte 
Cicero anderthalb Jahrhundert später, als er Quästor auf 
Sicilien war. 



22. Archimedes' Lehre vom Gleichgewicht. 

Die Regeln für das Gleichgewicht eines ungleich- 
iirmigen Hebels sind lange vor Archimedes' Zeit bekannt 
gewesen, aber bei ihm findet man die erst« wirkliche Be- 



gründung. Wir können seinen Gedankengang kura fol- 
gendermassen wiedergeben. A und C seien die Angriffs- 
punkte der Gewichte P und Q, und der Punkt B sei 
auf A C derartig bestimmt, da.ss 

AB:BC=Q:P. 

Dann ist der Hebel, auf dessen eigenes Gewicht keine 
Rücksicht genommen wird, im Gleichgewicht, wenn er in 
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B unterstützt wird. Der Beweis wird dadurch geführt, 
dass man den Hebel in einem Punkte D so teilt, dass 

AD:DC = P:Q, 

und auf seiner Verlängerung E und F so bestimmt, dass 
EA = AD und CF=DC. Man kann dann, ohne die 
Gleichgewiehtsverhältnisse zu ändern, das Gewicht von P 
gleichmässig über ED, und das von Q gleichmässig über 
DF verteilen, wodurch das ganze Gewicht P+ Q gleich- 
mässig über EF verteilt wird. Wegen der Symmetrie 
findet dann Gleichgewicht statt, wenn EF im Mittel- 
punkte B unterstützt wird. 

Im ersten Buche seiner Schrift über das Gleich- 
gewicht ebener Figuren führt Ar chi med es einen solchen 
Beweis ohne jedoch eine kontinuierliche Verteilung zu 
benutzen. Er behandelt zuerst den Fall, wo P und Q 
kommensurabel sind und sich also auf Punkte mit glei- 
chen Abständen verteilen lassen, und geht darauf mittels 
des Exhaustionsbeweises zu dem Fall über, wo P und Q 
inkommensurabel sind. Er hat wie gewöhnlich ausdrück- 
lich die Voraussetzungen aufgestellt, auf denen der Beweis 
aufgebaut wird, und das sind hier die Bedingungen für 
Gleichgewicht oder für den Mangel an Gleichgewicht bei 
einem gleicharmigen Hebel. Mit Rücksicht auf das Fol- 
gende werden auch noch die Voraussetzungen aufgestellt, 
dass die Schwerpunkte ähnlicher Figuren homologe Punkte 
sind, und dass der Schwerpunkt einer Figur, deren Kon- 
vexität sich überall nach aussen wendet, auf die Figur 
selbst fallen muss. Wenn die Beweise dafür, dass der 
Schwerpunkt eines Dreiecks der Schnittpunkt seiner 
Medianen ist, mit denen das Buch schliesst, uns jetzt 
unnötig weitläufig vorkommen, so beruht das darauf, dass 
sie auf den ausdrücklich aufgestellten Voraussetzungen 
haben aufgebaut werden müssen. 
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Wir haben bereits geseb^n^ wie Archimedea die 
Sätze über Gleichgewicht benutzt hat um die Fläche eines 
Parabelaegmentes ku finden. Später hat er im zweiten 
Buche der Schrift über daa Gleichgewicht ebener 
Figuren den Schwerpunkt eines Parahelsegmente gefunden. 
Dieser Bestimmung liegt der Satz zu Grunde, dasa die 
Schwerpunkte verschiedener ParabelBcgmente ihre Durch- 
messer nach demselben Verhältnis teilen müssen. Das 
wird bewiesen durch dieselbe Teilung der Parahelsegmente 
in unendlich viele Dreiecke, die in seiner e geometrischen» 
Bestimmung der Fläche des Segmentes^ (vergl. die Figur 
S. 180} benutzt wurde. Der unbekannte Wert des kon- 
stanten Verhältnisaea läast sich nun finden durch Zer- 
legung des Segmentes j4 ß C in das Dreieck ABC und 
zwei neue Segment«. Die dabei entstehende Gleichung 
ersten Grades löst AreliimedeB unter geometrischer Form. 

Es ergiebt sich, dass Archimedes noch einen 
Schwerpunkt kennt, nämlich denjenigen eines beliebigen 
Segmentes eines Umdi'chuugsparaboloida. Dieser kann 
nicht auf dieselbe Art gefunden worden sein wie 
Schwerpunkt des Parabelsegmentes, sondern seine Bestim- 
mung muas unter der einen oder anderen Form zurück- 
geführt worden sein auf die bereits erwähnten, von 
chimedes gekannten Integrationen, von denen sie in dei 
"Hiat abhängt. Archimedea selbst giebt uns keine Auf- 
klärung darüber, wie er diesen Schwerpunkt kennen ge- 
lernt hat, aber er nennt und benutzt ihn zu wiederholten 
Malen im 2ten Buche seiner Schrift über Körper, die 
auf einer Flüssigkeit schwimmen. 



' Der Schluss des Beweises isl indessen im 7ten Abschnitte 
des üherlieFerlen Textes durch ein offenbares Missveratändnia von 
einem späteren Herausgeber auf ähnliche Segmente eingeschränkt 
worden. 
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Im ersten Buche dieser hydrostatischen Schrift wird 
der bekannte Hauptsatz über das Gleichgewicht ganz oder 
teilweise eingtauchter Körper, der den Namen das archi- 
medische Princip erhalten hat, aufgestellt und begründet. 
In diesem Buche nimmt Archimedes sogar einen so 
allgemeinen Standpunkt ein, dass er die Kugelgestalt der 
Erde und die Richtung der Schwere gegen ihren Mittel- 
punkt hin berücksichtigt. Im letzten Satze des Buches 
behandelt er die Aufgabe, die Gleichgewichtslage eines 
teilweise eingetauchten Kugelsegmentes zu finden; leider 
aber sind wesentliche Teile dieser Untersuchung verloren 
gegangen. 

Dass Archimedes nicht ohne weiteres und nur aus 
Gründen der Symmetrie schliesst, dass es keine anderen 
Gleichgewichtslagen giebt als diejenige, bei der die Axe 
des Segmentes lotrecht steht, lässt sich vermuten aus der 
vollständigeren Behandlung, der er im 2ten Buche die 
Aufgabe unterwirft, die Gleichgewichtslagen eines Seg- 
mentes zu finden, das von einem ümdrehungspara- 
boloid durch einen senkrecht zur Axe gelegten Schnitt 
abgeschnitten wird. Bei dieser Untersuchung wird der 
Wasserspiegel jedoch als eben vorausgesetzt; bei ihr be- 
nutzt er die Schwerpunkte auch von solchen Segmenten, 
die durch schief zur Axe stehende Ebenen abgeschnitten 
werden. 

Archimedes' statische Werke bilden die Grundlage 
sowohl für die theoretische Mechanik wie für die prak- 
tischen Anwendungen der Mechanik. Dass er es selbst 
in solchen Anwendungen weit brachte, wissen wir aus 
vielen Berichten des späteren Altertums, wo man es besser 
verstand die sichtbaren Resultate zu bewundern als die 
wissenschaftliche Arbeit. Eine unmittelbare Benutzung 
des archimedischen Princips ist seine Benutzung des spe- 
cifischen Gewichtes um die Zusammensetzung von Metall- 
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miBchen zu bestimmen {sHiero's Krone»}. Er soll 
Apparate koiietruiert haben um durch geringe Kraft gi-oeee 
Massen zu bewegen. Die Waeserech necke rührt von ihm 
her. Besondere Bedeutung erhielt seine mechanische Ge- 
schick lichlteit durch die während der Belagerung von Sy- 
rakne konstruierten Kriegsmaechineii ; unter diesen ist 
jedoch die Anwendung des Brenn Spiegels, um die römische 
Flotte anzuzünden, eine Fabel, wenn es auch keineswegs 
unmöglich ist, dass er parabolische Brennapiegel erfunden 
hat. Mit grosser Bewunderung nannte man im Altertum 
ein von ihm konstruiertes mechaiiieches Planetarium. 



23. 



Die Lehre von den Kegelschnitten 
vor Apollonius. 



Wir haben bereits (S. 87) bei unserer Erwähnung 
des delischen Problems, sowie bei der Konstruk- 
tion von zwei mittleren Proportionalen angeführt, 
das3 dieses Problem von Menäehmus, dem Schüler des 
Eudoxua, gelöst wurde mittels der Schnittpunkte nwischen 
zwei von den Kurven 

ay=^x^, bx^y^, xy^^ab, 
die er als Schnittkui'veu zwischen einem Ümdrehungs- 
kegel und einer Ebene darstellte. In Übereinstimmung 
hiermit wird berichtet, dass Menächmus die Kegelschnitt« 
erfunden habe. Zugleich weiss man, dass man zu ihrer 
Herstellung bis zu Apollonius hinauf eine Ebene ge- 
brauchte, die senkrecht auf einer Erzeugenden der Kegel- 
flache stand, wodurch EUipeen, Parabeln und Hy- 
perbeln die Namen «Schnitt des spitzwinkelig* 
rechtwinkeligen und stumpfwinkeligen Kege! 
erhielten. Hieraus darf man jedoch nicht schliessen, dasa 
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Menächmus und die Mathematiker bis zu Apollonlus 
ein Verfahren besesBeu hätten, das besonders zu der Be- 
stimmung von Eigenschatten soicher Schnitte führte, die 
senkrecht auf einer Erzeugenden standen, und nicht mit 
derselben Leiehtigkeit benutzt iverd!;!n konnte um nach- 
zuweisen, dass anders belegene Schnitte ganz dieselben 
Eigenschaften besässen. Von einem solchen Verfahren 
ist uns keine Spur in der gidechischeu Mathematik auf- 
bewahrt, und es dürfte, wenigstens was die EUipse und 
Hyperbel betrifit, schwierig sein ein solches Verfahren zu 
zu erfinden. 

Die Sache lägst sich indessen folgendermassen erklären. 
Für die Bestimmung der beiden mittleren Proportionalen 
Hessen sich die Kurven verwenden, die durch die oben 
genannten Gleichungen definiert wei'den. Eine solche 
Definition musste indessen von dem Postulat begleitet 
sein, dasa die Kurven wirklich existierten, oder mit anderen 
Worten, dasa die durch diese Definition bestimmten 
Punkte kontinuierlich aufeinander folgten. Das Postulat 
konnte vermieden werdea, wenn sich eine, auf frühere 
Postulate gegründete, Konstruktion der Kurven angeben 
iiess, — ja in diesem Faile ^vürde es sogar unstatthati 
gewesen sein, neue Postulate aufzustellen. Die von Mt- 
nächmus gefundene Konstruktion besteht eben in der 
Bestimmung der Kurven als Schnitte an Kreiskegeln: die 
Kontinuität der Kegelfiäcbe ist dann sichergestellt durcli 
diejenige der Leitkurve, des Kreises, und die Kontinuität 
der Schnittkurve wiederum durch diejenige der Kegelfläche. 

Für diese Verwendung ist jede Erzeugung als Schnitte 
an Kegeln gleich gut, ja um sich zu versichern, dass 
eine Kurve mit bestimmten Konstanten sieh wirklich als 
Schnitt an einem Kegel erzeugen lässt, ist es sogar am 
bequemsten, wenn man eine gleichartige Lösung dieser 
Aufgabe h*t- Dass dann namentlich die Lösung, bei dwr 
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man zugleich die Kegelääche gerade und die Schnittebene 
senkrecht auf einer Erzeugenden sein lässt, zweckmässig 
sein kann, ergiebt sich leicht, wenn wir zuerst parabo- 
lische Schnitte betrachten, die als Schnitte am rechtwinke- 
ligen Kegel hervorgebracht sind. T sei der Scheitelpunkt 
einer solchen, KTC ein Axenschnitt, GPH die Spur 
eines parallel zur Grundfläche gelegten Schnittes, y das 




Stück, welches zwischen P und der Kegelfläche auf einer 
Geraden abgeschnitten wird, die in P senkrecht auf der 
Ebene der Figur steht. Dann ist, wenn AP±^ TK, 

y^ = GP.PH=}/2.AP,AI=2AP.AL, 

Der Schnitt, der in AP senkrecht zur Ebene der Figur 
errichtet wird, wird dann, wenn AP=x und 2 AL=^p, 
dargestellt durch 

y^=px. 

In Übereinstimmung mit dieser Konstruktion wird 

der halbe Parameter^ noch von Archimedes «das Stück 

. bis zur Axe» genannt, nämlich vom Scheitelpunkt A der 
Parabel bis zur Axe des Kegels. 

Man sieht also, dass Menächmus eben die Lösung 
derjenigen Aufgabe erhielt, die vorlag: eine Kurve mit 
der Gleichung y^=px als Schnitt an einem Kegel dar- 
zustellen. Es kam nur darauf an, den Kegel gerade sein 

13 
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zu lassen, den Schnitt senkrecht zu einer Erzeugenden 
zu legen und dafür zu sorgen, dass «das Stück bis zur 

Axe» ^ wurde. 

Dieselben Vorteile erreicht man durch die entspre- 
chende Darstellung der Ellipse und Hyperbel als Schnitte, 
die senkrecht auf. der Erzeugenden eines spitzwinkeligen 
oder stumpfwinkeligen Umdrehungskegels stehen. Wir 
wollen dafür dieselben Bezeichnungen benutzen wie in 
der umstehenden Figur, und nur zugleich durch A-^ den 
Schnittpunkt von AP mit der anderen Erzeugenden TQ 
der Figurebene bezeichnen, oder für die Hyperbel, den 
Schnittpunkt mit der Verlängerung der TC über T hin- 
aus. Dann findet man, wenn A P=a?, PA ^ =a?^, wenn 

ferner wie früher «das Stück bis zur Axe» oder AL = ~ 

der halbe Parameter ist, und wenn AA^ = ^a^ 



~Ä Ä ' A Jr * PA-, TT— 

AAj ^ 2a 



y2^——.AP. PA^=^XX^. 



Diese Bestimmung (durch die Axengleichung) ist 
gerade diejenige, welche die ältesten griechischen Geometer 
in der einen oder anderen Form (ihre Bestimmung kommt 

der Gleichung — — = -f— am nächsten) der Untersuchung 

der Ellipse und Hyperbel (je nachdem x-\- x-^==2a, oder 
x-^ — x==2ä) zu Grunde legen. Da die Konstanten der 
Kurve auf einfache Weise in der Figur dargestellt sind, 
so hat man in der That eine gute und bestimmte Me- 
thode diese Kurven als Schnitte an Kegeln darzustellen, 
also zu zeigen, dass sie für alle Werte der Konstanten 
Kegelschnitte sind. 

Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass diese Kurven 
vorher bekannt gewesen und — selbstverständlich unter 
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geometrischer Form — durch die angeführte Gleichung 
dargestellt worden sind. Was die Ellipse betrifft, so 
deutet verschiedenes hierauf; es kann dann sehr nahe 
gelegen haben, sie als Cy linderschnitt zu betrachten. Die 
Hyperbel, und namentlich die gleichseitige, hat sich, 
wie schon angeführt, als verwendbar für die Konstruktion 
von zwei mittleren Proportionalen gezeigt, aber freilich 
durch eine andere Gleichung bestimmt, nämlich durch 
diejenige, wodurch sie auf ihre Asymptoten bezogen wird. 
Die Verwendbarkeit für die Konstruktion der beiden 
mittleren Proportionalen hat dann eine gute Veranlassung 
gegeben, — um zu untersuchen, ob die Kurve nicht etwa 
eine auf anderem Wege bekannte Kurve, z. ß. ein Kreis, 
sein könne — die m'sprüngliche Bestimmung durch die 
Mittel, über die man verfügte, namentlich durch die geo- 
metrische Algebra, umzuformen. Die Umformung in die 
Axengleichung hat dann gerade für dieses Hülfsmittel 
ziemlich nahe gelegen. Ein unmittelbarer Zusammenhang 
zwischen der Asymptotengleichung und der Darstellung 
als Kegelschnitt ist aber kaum bekannt gewesen. 

Das, was durch senkrechte Schnitte auf der Erzeu- 
genden eines Umdrehungskegels erreicht wurde, war also 
das Mittel, jede Parabel, Ellipse oder Hyperbel als Schnitt 
eines Umdrehungskegels darzustellen. Selbstverständlich 
sah man zugleich, dass umgekehrt alle derartig an- 
gebrachten Schnitte Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln 
sind. Es hat zugleich unmöglich der Aufmerksamkeit 
entgehen können, dass die besondere Lage durchaus gar 
keine Rolle bei dieser umgekehrten Bestimmung spielt. 
Jedenfalls hat dieselbe Bestimmungsmethode sich als an- 
wendbar gezeigt, sobald man überhaupt Veranlassung fand 
nach anders belegenen Schnitten zu fragen. Das finden 
wir bestätigt in Archimedes' Schrift über Konoide und 
Sphäroide. Bereits die Einleitung zu dieser Schrift zeigt, 

13» 
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dass man sogar vor seiner Zeit wenigstens alle elliptischen 
Schnitte an geraden Kegeln kannte, und im Verlaufe 
seiner eigenen Untersuchungen werden sogar gewisse ellip- 
tische Schnitte an schiefen Kreiskegeln betrachtet, näm- 
lich solche, die senkrecht auf der Symmetrieebene des 
Kegels stehen. Archimedes löst die Aufgabe, die nach 
unserer Ausdrucks weise heissen würde: Bestimmung der 
cirkulären Schnitte an einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
mit bekannten Hauptschnitten. Da Archimedes bei 
den vorliegenden Aufgaben keine Verwendung für hyper- 
bolische Schnitte hat, die auf die angeführte Weise liegen, 
so darf man aus seinem Schweigen nicht schliessen, dass 
er sie nicht gekannt habe. 

Archimedes erhält sogar Gelegenheit uns das Hülfs- 
mittel kennen zu lehren, wodurch man die planimetrische 
Bestimmung ebener Schnitte an Kreiskegeln fand. Die 

Figur möge diejenige sein, 
in der der Kegel von seiner 
Symmetrieebene geschnit- 
ten wird (oder, wenn der 
Kegel gerade ist, ein be- 
liebiger Axenschnitt), TL 
und TK die in dieser 
Ebene liegenden Erzeugen- 
den, LK die Spur der 
kreisförmigen Grundfläche. 
Die Beschaffenheit des ebe- 
nen Schnittes, der in NNi 
projiciert wird, ergiebt sich 
dann durch folgenden planimetrischen Hülfssatz: wenn 
die Geraden NN^ und MM^y welche die festen geraden 
Linien L T und TK in M und N, und in M^ und iVp 
sowie sich selbst in P schneiden, ihre Richtungen nicht 
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verändern, eo ist „ ., „ ,. 

Ist nun M M^ die Spur eines der Grundfläche parallelen 
Schnittes, und y das Stück, welches von der iu P proji- 
cierten Geraden zwischen P und der Kegelflache abge- 
schnitten wird, so ist 



= PM.PM,=k.PN.PX,, 



und das ist eben die Eigenschaft, durch die wir eine 
Ellipse oder Hyperbel charakterisiert haben. 

Der hier benutzte planimetrische Satz wird als be- 
kannt vorausgesetzt, ist also gewiss auch vor Archimedes 
benutzt worden um die Eigenschaften der Kegelschnitte 
abzuleiten. Er gilt nach dem sogenannten Potenzsatz, 
den wir später besprechen werden und der dem Archi- 
medes bekaaut war, auch wenn die Funkte AI, -V, M^ 
und N^ auf einem beliebigen Kegelschnitt liegen. Archi- 
medes konnte deshalb in der angeführten Schrift über 
UmdrehungHÖäehen zweiter Ordnung ebene Schnitte an 
diesen auf ganz dieselbe Weise bestimmen. 

Wenn wir angenommen haben, dass die Entdeckung 
des Menächmus wesenthch darin bestand, dass Parabel, 
Ellipse und Hj-perbel sieh als Kegelschnitte darstellen 
Hessen, so haben wir damit die Annahme verbinden 
müssen, dass diese Kurven WL-nigstena teilweise vorher 
untersucht worden waren, namentlich 'in Verbindung mit 
dem delJBchen Problem und auf Grundlage der Eigen- 
schaften, die jetzt durch ihre einfachsten Gleichungen 
dargestellt werden. Diese Annahme wird in hohem Grade 
divch den Umstand unterstützt, dasa es in allen weiter- 
gehenden Untersuchungen bei griechischen Schriftstellern 
die plan im etri sehen Haupl«igenBchaften sind und nicht 
die Darstellung als Kegelschnitte, die der Unterauchung 
zu Grunde gelegt werden. Sie trägt auch dazu 1 
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erklären, dass die Lehre von den Kegelschnitten gleich 
nach Menächmus sich so rasch bei den Griechen ent- 
wickeln konnte, wie es der Fall war. Das Interesse für 
diese Lehre musste dadurch wachsen, dass man bald 
wahrnehmen musste, dass die Kegelschnitte sich nicht 
nur wie von Menächmus für die Konstruktion der beiden 
mittleren Proportionalen verwenden Hessen, sondern auch 
bei der Lösung von vielen anderen Aufgaben, die man 
vergebens mit Hülfe von Zirkel und Lineal zu lösen ver- 
sucht hatte. Zu dem Behuf e musste man die Kegelschnitte 
als geometrische örter benutzen, als «räumliche Örter», 
wie man sie damals nannte. Das Gewicht, das man auf 
eine solche Anwendung legte, zeigt sich dadurch, dass 
das älteste Werk über Kegelschnitte, das angeführt wird, 
den Titel «räumliche Örter» hatte. Es rührte von 
einem Mathematiker Aristäus her, der ein älterer Zeit- 
genosse von Euklid war. Dass der Titel dieses verlorenen 
Werkes wirklich eine besondere Bedeutung hatte und nicht 
nur ein Name für die Lehre von den Kegelschnitten im 
allgemeinen war, geht daraus hervor, dass die bald nach- 
her erschienenen Bücher über Kegelschnitte von 
Euklid die räumlichen Örter des Aristäus ergänzen 
und nicht vertreten sollten. Man fuhr sogar fort diese 
Schrift neben den Kegelschnitten des Apollonius, 
welche diejenigen des Euklid vollständig verdrängten, 
zu studieren und zu benutzen. 

Der Gebrauch, den Aristäus wahrscheinlich von 
den Kegelschnitten gemacht hat, und den man in weiter- 
gehendem Maasse gemacht hat, als die Lehre von den 
Kegelschnitten durch Euklid und Apollonius weiter 
entwickelt worden war, wird sich am besten verstehen 
lassen, wenn wir aus dem grossen Werk des Apollonius 
gelernt haben werden, wie die Alten diese Kurven über- 
haupt behandelten. Aus diesem Werke werden wir zu- 




den Kegelachnitteii vor Apolloniu: 



199 



^eich, wenn wir beeouders darauf aufmerkeam machen, 
welche Förtechritte man Apoilonius persöDÜch verdankt, 
eine Vorstellong von dem gewinnen, was bereits Enklids 
DarBtelluQg enthalten haben muss. Vorläufig wollen wir 
nur bemerken, dass sich aus Archimedes' Schriften er- 
kennen lässt, da&B dies nicht so ganz wenig gewesen sein 
kann; denn die Sätze über Kegel schuitte, die Arehi- 
ijiedes als bekannt voraussetzt, sind gewiss in Euklids 
verlorenem Werke zu finden gt-wesen. In diesem muss 
man nicht nur die bereits augetührte Beziehung der Kegel- 
schnitte auf ihre Äsen haben Süden können, sowie die 
daran angeschlossene Bestimmung von Tangenten, konju- 
gierten Durchmessern und Asymptoten, sondern auch die 
entsprechende Beziehung auE zwei konjugierte Durchmesser, 
imd die bereite dem Menächmus bekannte Beziehung 
auf die Asymptoten; endlich auch den soeben erwähnten 
Potfinzsatz. 



24. Die Kegelschnitte des Apoilonius. 

Aus Apoilonius' grossem Werke über die Kegel- 
initte kennen wir hauptsächlich die Lehre der Alten 
1 den Kegelschnitten, so wie wir ihre elementare Geo- 
letrie aus Euklid kennen. Von Apoilonius' 8 Bü- 
ern über Kegelschnitte sind uns jedoch nur 7 erhalteu 
1, die 4 ersten auf Griechisch, die 3 letzten durch 
pe arabische Cbei-setzung. Die 4 ersten Bücher ent- 
halten das, was man die Elemente der Lehre von den 
Kegelschuitten neaut, das heiast die zusammenhän- 
gende Darstellung der Haupteigenschaften der Kegel- 
schnitte, die man zum Ausgangspunkt nehmen muss so- 
wohl für die Anwendung der Lehre von den Kegelschnitten 
auf die Lösung von Konstruktionsaufgaben mittels räiun- 
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li<?h(5r örUir, alH auch für weitergehende besondere Unter- 
michungon oinzchier, die Kegelschnitte betreffender Fragen. 
Dio folgenden Bücher dagegen enthalten hierher gehörige 
8|)0(!iHhintcrHtichiuigon. Das fünfte Buch, das über Nor- 
nuilon an die Kegelsclinitte handelt, ist zugleich das voUstän- 
digHto erhaltene Beinpiel für die Anwendung der Kegel- 
H(!hnittc auf Konstruktion, nämlich auf die Konstruktion 
von Nonnalon, die von einem gegebenen Punkte ausgehen, 
und für die an eine solche Konstruktion angeschlossene 
foinon^ th(M)roti8ohe Untersuchung. 

iy\K> ullgeinuinü Kenntnis, welche die Alten von den 
KogolHchnitton hatten, lernen wir jedoch zunächst und 
vor alloni aus den vier ersten Büchern kennen. Bei 
iUoHon wollen wir deshalb so lange verweilen, dass wir 
nirlit nur oinon Überblick über das zu geben vermögen, 
wan dio Alton ül>er die Kegelschnitte wussten, sondern 
08 auoli verständlioli machen» dass sie wirklich Mittel 
lH*!MiS8on um so woit zu gelangen. 

Zunäoh^t müssen wir dann sehen, wie im ersten 
Buche dio iiruudmuuor aufgeführt wird. Greschieht diee 
auoh mit oiiu^u anderen Ausgangspunkt, als der ti^c 
ApoUonius* Vorgangern benutzte war, so sind d»xc, 
wi^> j^ioh a\is stnueu VorriHlen ergiebt, die einzelnm Sosk. 
nu» dtHun^ dio^^ Grundmauer lusammengefogt ist. amn 
gr\>S38<^u Teile dit^^ll^en. die auch seine Vorganger kauEtnisai 
uuvi auwnndteiu Was die Hyperbel betrifft« so wn «li 
jevUvK iu die^iieu Seiten der bedeutende Foitsdimi« ia« 
Apv^llouius. wemi er auch d:e beiden Äste der Ej- 
per bei *5ttS5iuxmextiÄ>hv>r«tde Hyperbeln > nennt, Aaimred 
vUese \s5e *U euie euiitge Kurve behandelt« umt 
vUviurv'h viU^ vr^erchdurttjckeic ir. dr^r. ;?dktiefi aber Eßn»» 
uuvl HyivjÄv^l ^rrvichB. die r.ur Aüi djesena We« Tiittt 




lonius, statt GdtaUe xa iMiscfalen, die von EboMo in 
einer bestimmtm I^pe *n UmdiciinBpikqgdn herr^r- 
gebracht werden, eoibit beliebige eben« Schnitte an 
beliebigen Kreiske^eln betrachtet. Dsa VerUirao, 
welches benutzt witd am eine eokbe ptanimetrisi^ ESsm- 
Bchaft an diesen Scbnitten abcalelten, dxss se der «eiteren 
Untersacbnng der Karren xn Gnmde gele^ werden kann, 
ist eine Verailgemehiennig deejenigen, das wir Archi- 
medes liabea beniiUea sehen am S<jmitte senkrecht inr 
Symmetrieebene des Kegels zo ontersacben ; dadurch witd 
aber die planimetriscbe Eigenschaft auch allgemein^'. 
Eb wird daon nicht mehr diejenige, die dadurch aus- 
gedrückt wird, da£s maa den Kegelschnitt anf eine Ton 
seinen Axen und die halben zagehörigen Sehnen als Ordi- 
naten bezieht, sondern diejenige, die man anf ähnliche 
Weise erhält, indem man den Kegelschnitt auf einen be- 
liebigen Durchmesser und dessen Sehnen bezieht. Das 
muBB man festhalten, wenn man den rechten Überblick 
über den Gaog des Buches erhalten will. Von den unter- 
suchten Kurven ist es anfangs nur bekannt, das» sie 
diese Eigenschaft besitzen in Bezug auf einen einzelnen 
Durchmesser und ein dazu gehöriges Sehnensystem, das 
ira allgemeinen einen schiefen Winkel mit dem Dureh- 
messer bildet. Erst im weiteren Verlaufe der Darstellung 
sieht man, dass sie dieselbe Eigenschaft besitzen in Be- 
zug auf unendlich viele Durchmesser, und am Schlüsse 
des Buches werden endlich solche Durchmesser kon- 
struiert, die senkrecht auf ihren Sehnen stehen, 
und gezeigt, dass die Kurven, wenn man sie auf diese 
bezogen bat, sich als Schnitte in Umdrehun 
hineinlegen lassen. Erat dann ist die Identität der 
Apollonius behandelten Kurven mit den bereits früher 
bekannten Kegelschnitten vollkommen dargethan. 

Diese letzten Resultate aiacben also das Ziel aus, 
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das Apollonius während der Aufführung des ganzen 
ersten Buches vor Augen gehabt hat. Während des 
Aufbaus ist er «jedoch teils genötigt gewesen, teils hat er 
sich die Gelegenheit dazu verschafft, viele Eigenschaften 
der Kurven darzustellen, die in den späteren Büchern zur 
Verwendung gelangen können, oder die es an und für 
sich wert sind, dass man sie kennen lernt. So wird die 




Lehre von den Tangenten und ihrer Bestimmung voi^' 
genommen als Einleitung zu der, für den Hauptzweck 
des Buches notwendigen, Lehre von den Durchmessern 
zu parallelen Sehnensystemen. 

Will man sich eine Vorstellung von den benutzten 
Arten des Verfahrens machen, so geschieht das am besten 
durch Vergleichung mit der, in der jetzigen analjrtischen 
Geometrie gebräuchlichen, algebraischen Umformung 
der Gleichungen in die neuen Formen, die man durch 
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Beziehung auf neue Koordinatensysteme erhält, oder über- 
haupt mit den algebraischen Operationen der ana- 
lytischen Geometrie. Diese werden nur von Apollonius 
Dait Hülfe der geometrischen Algebra dargestellt. 
Ke Brauchbarkeit dieser hierfür wird man am besten er- 
nennen, wenn man die geometrische Form sieht, unter 
"er Apollonius diejenigen Gleichungen für die Kegel- 
schnitte darstellte, die er aus ihrer Lage auf dem Kegel 
ableitete. In diesen Gleichungen werden sie, wie schon 
^^sagt, auf einen Durchmesser und die dazu gehörigen 




halVi^u Sehnen als Ordinaten bezogen. A B sei ein Durch- 
^ß^Ser 2 a einer Ellipse oder Hyperbel, C D die Hälfte 
em^j. dazu gehörigen Sehne. Dass dann das Quadrat C D'^ 

■p 

.^^ ^inem konstanten Verhältnis ^ zu dem Produkt 

2 a 

^^ .C B stehen soll, das findet seinen Ausdruck dadurch, 

^^^s man in A und C auf A B die Senkrechten A E 

und CF errichtet, und auf der ersten AE=p abträgt. 

Is^ dann F der Schnittpunkt zwischen CF und BE, so 

™^88 das Quadrat über CD dem Rechteck AF gleich 

sein ; denn C F ist dann eben ^ . C B. Die Hülf sfigur 

2 a 
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macht also den geometrisch-algebraischen Apparat aus, 
durch den man dasselbe darstellt, was wir, wenn CD^y 
und AC = x, ausdrücken würden durch die Gleichung 

Man sieht, dass die dargestellte Grundeigenschaft 
dieselbe ist, die man vor Apollonius kannte (und die 
man deshalb mit Unrecht das Theorem des Apollonius 
nennt). Die Darstellungsform stimmt durchaus mit den 
gewöhnlichen Formen der geometrischen Algebra überein. 
Sie hat jedoch eine besondere Bedeutung dadurch erhalten, 
dass sie den neuen Benennungen zu Grunde gelegt ist, 
die Apollonius den Kegelschnitten geben musste, nach- 
dem die Bestimmungsmethode, an welche die alten Be- 
zeichnungen sich anschlössen, aufgegeben war. Die Fi- 
gur, die benutzt wird, ist nämlich dieselbe wie diejenige, 
welche, entsprechend der Umformung der Gleichung in 



y'-p^+i^'"'' 



ausdrückt, dass das Quadrat ^^ an die Strecke AE^p 
so angelegt ist, dass die Seiten des mangelnden oder 
überschiessenden Rechtecks sich wie p : 2 a verhalten 
(vergl. Euklids 6tes Buch). In Übereinstimmung vAi 
den bei der Auflösung der Gleichungen zweiten Grades 
benutzten Bezeichnungen wird die dargestellte Kurve selbst 
Ellipse oder Hyperbel genannt, je nachdem das Rechteck 
EF mangelt oder überschiesst. Ist weder ein Überschuss 
noch ein Mangel vorhanden, so hat man eine einfache 
Anlegung des Quadrates y^ an p. Die Kurve y^=p^ 
hat dann denselben Namen Parabel bekommen, wie die 
einfache Flächenanlegung. 
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Mao sieht, dass die geonietrisclie Algebra hier gennu 
lieeelben Dienste leistet, wie die Algebra in der epätereii 
,naly tischen Geometrie. Wie wir jetzt die Grundeigen- 
ehaft einer Kurve durch eine algebraische Gleichung 
lUadrücken, so wird sie bei Apollonius durch eine 
Tigur dargestellt. Dadurch daes diese HitÜBfigur recht- 
vinkelig zur Ahscissenaxe gezeiclinet ist, auch wenn die 
ordinalen dieee unter schiefen Winkeln schneideu, erhält 
lie eine gewisse Unabhängigkeit von der Figur, bei deren 
Untersuchung eie benutzt werden soll. Ebenso wie die 
ilgebraißche Gleichung der Kurve vom zweiten Grade 
riit Bezug auf x ist, ebenso wird die Hülfsfigur dieselbe, 
lie in den Elementen zur Darstellung und Lösung einer 
iileichung zweiten Grades benutzt wird. Gerade als 
«Kurven von zweiter Ordnung» haben die Kegelschnitte 
5ich daher als so geeignet für die antike Behandlungsart 
irwiesen. Dass diese selbst der Algebra eine geometrische 
fi'orm giebt, hat jedoch Veranlassung gegeben zu manchen 
Kombinationen des geouietriecheu Hülfsmittels mit dem 
üegenstande der geometrischen Untersuchung, die der 
^inalytischeu Geometrie femer liegen würden, namentlich 
Solange diese geometrische Fragen vollständig in Rechen- 
"»ufgaben verwandelte. Im Gegensatze hierzu gleicht die 
antike Behandlung etwas mehr der jetzt üblichen Be- 
nutzung der analytischen Geometrie, bei der man die 
geometrische Bedeutung der vorzunehmenden Umformungen 
nicht vergiest. 

Wir können allerdings hier nicht bis ins Einzelne di«; 
Umformungen der unter geometrischer Form dargestellten 
Gleichungen der Kurve verfolgen, wodurch man tiach 
und nach zu dem Resultat gelangt, dax wir ah) daH Ziel 
des Buches bezeichnet haben, aber als Beisjüiil wollen 
wir doch ein Zwischenglied nennen, dem eine Jlaujjtrolle 
sowohl hier wi« bei den weitergebenden UnterHUchangeo 
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im 3ten Buche spielt. Ein Kegelschnitt mit dem Mittel- 
punkt C und den Durchmessern CE und CB wird als 
geometrischer Ort für solche Punkte H betrachtet, dass 
das Viereck CMHT, welches begrenzt wird von 
diesen beiden Durchmessern, von der Linie HM, 
die den von CB halbierten Sehnen parallel ist, 
und von der HT, die den von C^ halbierten Seh- 
nen parallel ist, einen konstanten Flächeninhalt 
erhält. Für uns ist dieser Flächen satz allgemein gültig, 




sobald wir die einzelnen Teile eines uneigentlichen Vier- 
ecks, wenn ein solches vorkommt, nach gewöhnlichen 
Regeln mit Vorzeichen rechnen. Apollonius dagegen 
muss ihn in mehrere verschiedene Sätze zerlegen, deren 
Zusammenhang er jedoch offenbar vor Augen hat. Die 
Anwendung, die Apollonius im ersten Buche von diesem 
Satze macht, wird man verstehen, wenn wir darauf hin- 
weisen, dass der Satz zuerst aus der Gleichung abgeleitet 
wird, durch welche die Km've auf den einen Durchmesser 
und seine Sehnen bezogen wird, und dass er darauf auf 
entsprechende Weise zu der Gleichung führt, wodurch 
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die Kurve auf den anderen Durchmesser und seine Sehnen 
bezogen wird. 

Aus dem ersten Buche wollen wir noch die Be- 
stimmung der Tangenten erwähnen. Nach der Glei- 
chung der Kurve kommt es bei dieser darauf an, durch 
einen Punkt (a?', y) der Kurve eine Gerade so zu ziehen, 
dass jeder andere Punkt (oj, y) von dieser der Bedingung 






genügt, worin für die Parabel 77— mit vertauscht wird. 

2a 

Apollonius zeigt, dass dies für die Ellipse und Hyperbel 
erreicht wird, wenn die Tangente und die Ordinate im 
Punkte (a?', y') den Durchmesser harmonisch teilen (die 
Bezeichnung harmonisch ist jedoch neueren Ursprungs). 
Der Beweis ist etwas zu weitläufig, um hier wiederholt 
zu werden. Dagegen lässt sich der Beweis dafür, dass 
eine, von einem Punkte (oj', y') der Parabel y'^=px ge- 
zogene Gerade, welche die Abscissenaxe im Punkte ( — a?', 0) 
trifft, Tangente der Parabel ist, sich etwa auf folgende 
Weise wiedergeben. Ist {x,y) ein Punkt dieser Geraden, 
so wird 

y^ y^ 



(aj' 4" ^)^ 4 a?' 2* 

Da man nun durch Euklid weiss, dass die mittlere 
Proportionale zwischen zwei Grössen (ihr geometrisches 
Mittel) kleiner ist als ihr arithmetisches Mittel, oder dass 



X X <i\ — - — ) , so wird - 



2 y'2 

X X 
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Wenn man recht erkennt, wie gut und vollständig 
der Grund in Apollonius' erstem Buche gelegt ist, so 
versteht man um so mehr, wie er sich in mehreren von 
den übrigen Büchern so hoch erheben kann, namentUch 
im 3ten und zumteil im öten Buche. Wir müssen uns 
hier damit begnügen, den Inhalt dieser verschiedenen 
Bücher in aller Kürze anzugeben. 

Im 2ten Buche werden die Haupteigenschaften der 
Asymptoten und konjugierten Durchmesser auseinander- 
gesetzt. Ausser den zusammengehörenden Ästen einer 
Hyperbel werden auch konjugierte Hyperbeln betrachtet, 
die in verschiedenen Winkeln zwischen denselben Asymp- 
toten liegen und Durchmesser von gleicher Länge haben. 
Es werden nämlich auch den Durchmessern, welche die 
Kurven nicht schneiden, Längen beigelegt, die in Wirk- 
üchkeit dieselben sind, die wir jetzt benutzen. Ausser- 
dem werden verschiedene Aufgaben über Durchmesser 
und Asymptoten gelöst, darunter die Konstruktion von 
Mittelpunkt und Axen eines gegebenen Kegelschnittes, 
Konstruktion einer Tangente, die einen gegebenen Winkel 
mit dem Berührungsdurchmesser bildet u. s. w. 

Das 8te Buch enthält vor allem solche Sätze, welche 
sich auf die Punkte der Kurven unabhängig von Durch- 
messern und Axen beziehen. Der Ableitung dieser Sätze 
wird der schon genannte Flächensatz zu Grunde gelegt, 
der in Wirküchkeit eine Beziehung der Kurve auf zwei 
nicht konjugierte Durchmesser darstellt. Man begreift, 
dass er auch einen guten Ausgangspunkt für den Beweis 
des auch von Archimedes gekannten Potenzsatzes ab- 
geben kann; denn dieser betrifft Sehnen mit gegebenen, 
aber willkürUch gewählten Richtungen. Die Hauptsätze 
über Pol und Polare finden sich auch vor. Endüch 
kommt auch die Erzeugung eines Kegelschnittes durch 
'^ei solche Geradenbüschel vor, die man jetzt pro- 
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jektivische nennt. Die Scheitel der Büschel sind be- 
liebige Funkle A und C der Kurve, und die einander 
entsprechenden Geraden AM und CjW werden dadurch 
bestimmt, dass sie auf den, zu den Tangenten in A und C 
gezogenen Parallelen die Stücke C P und A Q abschneiden, 
welche ein Rechteck von konstantem Flächeninhalt bilden. 




Man siebt leicht, dasa alle diese Sätze unvollständig 
und wenig übersichtlich werden, wenn ein einzelner Hy- 
perbelaßt allein für sich betrachtet wird. Man versteht 
deshalb, dass Apollonius' neue Aufftaeung der beiden 
Kuryenäste namentlich seinem drittem Buche einen wesent- 
lichen Votzug vor der früheren Behandlung desselben 
Gegenstandes verliehen hat, selbst wenn einzelne Sätze 
in begrenzterer Form vorher bekannt gewesen sind. 

Eine andere Reihe von Sätzen desselben Buches ent- 
hält die einfachsten Bestimmungen von Tangenten ohne 
U 
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Benutzung der Berührungspunkte, namentlich von Tan- 
genten an eine Hyperbel als denjenigen Geraden, die auf 
den Asymptoten vom Mittelpunkt aus — und von Tan- 
genten an eine Ellipse und Hyperbel als denjenigen Ge- 
raden, die auf parallelen Tangenten vom Berührungs- 
punkte aus — Stücke abschneiden, die ein Rechteck von 
konstantem Inhalt bilden. Tangenten an eine Parabel 
werden als solche Geraden bestimmt, deren Schnittpunkte 
mit festen Tangenten gleichzeitig proportionale Strecken 
durchlaufen. Diese Sätze erklären das Ziel, welches zwei 
kleinere Schriften des Apollonius über den Verhältnis- 
schnitt und den Flächenschnitt verfolgen. Die Auf- 
gaben: «von einem Punkt aus eine Gerade zu ziehen, 
die auf zwei gegebenen Geraden von gegebenen Punkten 
an Stücke abschneidet, welche in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen oder ein Rechteck von gegebener Fläche 
bilden,» hat er in diesen Schriften mittels der geometri- 
schen Algebra gelöst und — wenigstens in der erhaltenen 

• 

Schrift über den Verhältnisschnitt — mit einer fast peiO' 
liehen Berücksichtigung aller Einzelheiten diskutiert. Di^ 
Lösung dieser Aufgaben mittels Zirkel und Lineal hdet^ 
in der That, gemäss den erwähnten Sätzen des 3ten Buches 
über die Kegelschnitte, die Bestimmung einer Tangente 
von einem gegebenen Punkte an einen hinlänglich be- 
stimmten Kegelschnitt. 

ff 

Noch ein bemerkenswerter kleiner Abschnitt ist i^^ 
demselben dritten Buche enthalten, nämlich eine eleme^^' 
tar-geometrische Behandlung der Lehre von den Brenn- 
punkten der Ellipse und Hyperbel. Die Lage dieser 
Punkte F und F^ auf der Hauptaxe AA^ ist, wie 
angegeben wird, dadurch bestimmt, dass das Rechteck 
A F. FA^ gleich \ ap sein muss, wo 2 a und p die Länge 
der Axe und des Parameters bezeichnen. Mit Hülfe der 
^en genannten Bestimmung von Tangenten an die Ellipse 
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^Qd Hyperbel ergiebt sich dann, dass das Stück, welches 
^^ Tangenten in A und A-^ auf einer beweglichen Tan- 
gente abschneiden, von F und F^ aus unter einem rech- 
^Ji Winkel gesehen wird, wonach die übrigen Hauptsätze 
leicht zu erreichen sind. Über den Brennpunkt der Pa- 
rabel findet sich merkwürdigerweise nichts bei Apollo- 
^lUs. Pappus' Hülfssätze zu einer verlorenen Schrift 
Eullids lassen jedoch vermuten, dass dieser Punkt teil- 
^©ise wenigstens schon dem Euklid bekannt war. 

Im 4ten Buehe wird die grösste Anzahl (Maximum) 
^öi" Schnittpunkte zwischen zwei Kegelschnitten bestimmt. 
Siei giebt Apollonius in der Vorrede ausdrückhch an, 
"^ss sein persönlicher Fortschritt in der Bezugnahme auf 
"öide Äste der Hyperbel besteht, ein Umstand, der hier 
®iiie Hauptrolle spielt. Bei unserer Auseinandersetzung 
^ber die Behandlung räumhcher Aufgaben durch die Alten 
^^f den wir genauer über das 6te Buch reden. Das 6te 
^Ueh handelt teils über ähnliche Kegelschnitte, teils 
^^thält es einige Erweiterungen der im ersten Buche vor- 
genommenen Konstruktionen von Kegeln durch vorgelegte 
■^Igelschnitte. 

Das 7te Bueh enthält eine grössere Sammlung von 
-^^sdrücken für gewisse Funktionen von den Längen kon- 
«J agierter Durchmesser, von den zugehörenden Parametern 
^* 8. w. Namentlich kommen hier die wichtigen Sätze 
^^J^, dass der Inhalt desjenigen Dreiecks, welches von 
^iJiem Paare konjugierter Durchmesser (die bei der Hy- 
P^i^bel Durchmesser konjugierter Hyperbeln sind) und der 
f^^schen ihnen liegenden Sehne gebildet wird, konstant 
^®^> ebenso wie die Summe oder Differenz der Quadrate 
^^ti konjugierten Durchmessern. In den anderen Fällen, 
^^ die Funktionen sich nicht als konstant erweisen, werden 
^^e Maximal- oder Minimalwerte gesucht. Da nun an- 
^^%eben wird, dass das 7te Buch die Beweise für die 
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Diorismen der Aufgaben enthält, die in dem jetzt ver- 
lorenen 8ten Buch ihre Lösung fanden, so müssen diese 
Aufgaben darauf ausgegangen sein solche konjugierte 
Durchmesser zu finden, für welche diese Funktionen ge- 
gegebene Werten haben. Die Ausdrücke, welche im 7ten 
Buche für diese Funktionen gefunden sind, haben sofort 
die für die Lösung der Aufgaben erforderlichen Glei- 
chungen geliefert. 



25. Räumliche Orter und Aufgaben. 

Der ursprüngliche Zweck der Lehre von den Kegel- 
schnitten bestand darin, wie wir bereits angegeben haben, 
geometrische örtei. herzustellen, die sich bei der Lösung 
solcher Aufgaben benutzen Hessen, bei denen die Gerade 
und der Kreis nicht mehr ausreichten. Aufgaben, die 
sich mit Hülfe der Geraden und des Kreises lösen lassen, 
heissen ebeneAufgaben, und Gerade und Kreis heissen 
als geometrische Örter ebene Örter. Im späteren Alter- 
tum nahm man an, dass der letzte von diesen Namen 
der ursprüngUche sei und daher rühre, dass die angeführten 
Linien ursprünglich als in einer Ebene liegend bestimmt 
werden. Es ist jedoch genau eben so wahrscheinlich, 
dass der Name eben ursprünglich solchen Aufgaben an- 
gehört hat, die von Gleichungen von höchstens dem zweiten 
Grade abhängen, also in der geometrischen Algebra in 
der Ebene durch Relationen zwischen Flächen dargestellt 
werden. Ist das richtig, so hat der Name «räumliche 
Aufgaben* ursprünglich solchen angehört, die von Glei- 
chungen 3ten Grades abhängen und durch Relationen 
zwischen Parallelepipeden dargestellt werden. «Räumliche 
Örter» bezeichnen solche geometrische Örter, die Kegel- 
Luitte sind. Man darf annehmen, dass dieser Name 
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daher rührt, dass sie für die Lösung von räumlichen Auf- 
gaben bestimmt waren. Bereits im späteren Altertum 
nahm man jedoch an, dass umgekehrt der Name räum- 
liche Örter der ältere sei und von der stereometrischen 
Definition der Kegelschnitte herrühre. 

Leider ist die Schrift des Aristäus, in der die Kegel- 
schnitte namentlich als geometrische örter behandelt worden 
sein sollen, verloren gegangen, und wir wissen nichts 
von späteren Werken, in denen dasselbe Ziel verfolgt ist. 
Da jedoch ApoUonius' Lehre von den Kegelschnitten 
denselben Gegenstand von einer anderen Seite behandelt 
hat, so lässt sich daraus schliessen, welche «räumlichen 
Örter» man gekannt hat oder doch leicht hat finden 
können, sobald in einer Aufgabe Verwendung dafür war. 
Bereits aus ApoUonius' erstem Buche sieht man, dass 
dies nicht nur der Fall gewesen sein muss, wenn gewisse 
gegebene Linien sich sofort als konjugierte Durchmesser 
oder dergleichen ergaben. Im Flächensatze wird nämlich 
die Kurve auf zwei nicht konjugierte Durchmesser be- 
zogen. Das dritte Buch führt uns jedoch weiter, teils 
durch seinen eigenen allgemeineren Charakter, teils da- 
durch, dass ApoUonius ausdrücklich angiebt, wozu es 
benutzt werden soll. Seine besondere, gewiss durch Ein- 
führung der beiden Hyperbeläste vervollständigte, Behand- 
lungsart^ soll nämlich nach seiner eigenen Angabe den 
Mängeln bei der älteren Bestimmung räumlicher Örter 
abhelfen, unter diesen Örtern wird ausdrücklich «der 
Ort zu drei oder vier Geraden» genannt. Der Ort zu 
vier Geraden ist diejenige Kurve, welche, wenn a?, y, z 
und Uy gemessen auf Schiefen von gegebenen Richtungen, 
die Abstände eines Punktes von vier festen Geraden be- 
zeichnen und k eine Konstante bedeutet, durch die Glei- 
chung 

xz = kyu 
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dargestellt wird. Der Ort zu drei Geraden wird auf ähn- 
liche Weise durch die Gleichung 

dargestellt. 

Ältere, nicht ganz vollständige Beweise dafür, dass 
diese örter Kegelschnitte sind, muss ApoUonius als so 
wohl bekannt voraussetzen, dass seine Leser, ohne dass 
die Beweise wiederholt wurden, sehen konnten, dass sie 
durch sein 3tes Buch vervollständigt wurden. Dieses Buch 
muss also die Voraussetzungen vervollständigt haben, auf 
denen man vorher diese Beweise aufführte und auch fort- 
fahren sollte sie aufzuführen. Wir, die wir die ältere 
Bestimmung der örter nicht kennen, können nur aus 
dem, was im Buche vorliegt, versuchen Schlüsse auf diese 
zu ziehen. Das ist nicht so schwierig für den Ort zu 
drei Geraden. Dass ein beliebiger Kegelschnitt ein sol- 
cher Ort ist, leitet ApoUonius nämlich selbst (im Ver- 
laufe des Beweises für die erwähnte Erzeugung durch 
projektivische Büschel) ab aus einem speciellen Falle des 
Potenzsatzes. Dass er auch ein Ort zu vier Geraden sein 
kann, lässt sich in dem Falle, wo zwei gegenüberliegende 
Geraden, ^ = und a = 0, parallel sind, aus dem all- 
gemeinen Potenzsatz ableiten. 

Dass schon hierdurch viel erreicht ist, sieht man am 
besten durch eine Zusammenstellung mit der Darstellung 
eines «räumlichen Ortes» durch die anal3rtische Geometrie. 
Nimmt man einen Punkt dieses Ortes zum Anfangspunkt, 
so erhält man eine Gleichung von der Form 



aa?2 -{-hxy -\- cy^ -\- dx-\- ey = 



oder 



X 



{ax + hy -[- d)= — cy \y -^ ^y 
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Die Kurve wird also geradezu als Ort zu vier Geraden 
dargestellt, von denen zwei gegenüberliegende parallel 
sind. Da nun die von den Alten vorgenommene Um- 
legung von Flächen und Eiufiihruug von Koe£&cienten 
mittels der Propoilionslebre genau unserer Behandlung 
von Ausdrücken zweiten Grades entspricht, so wird die 
jetzige Darstellung einer Kurve diu^h eine allgemeine 
Gleichung zweiten Grades ziemlich genau der antiken 
Darstellung als Ort zu vier Geraden, von denen zwei 
gegenüberliegende parallel sind, in geometrischer Trag- 
weite entsprochen haben. Hierauf Uess sich auch der 
allgemeine Ort zu vier Geraden zurückführen. Daes man 
wirklich ein Auge für diese umfassende Bedeutung des 
Ortes zu vier Geraden hatte, geht aus dem Gewicht her- 
vor, das Apollonius darauf legt, gerade die Behandlung 
dieses Ortes verbessert zu haben. Übrigens scheint auch 
Euklids verlorene Schrift über Porismen Mittel zu sol- 
chen Umformungen angegeben zu haben, wie sie hier 
Verwendung finden könnten. 

Es giebt eine verlorene Schrift des Apollouiue, 
die man mit dem Ort au vier Geraden in Verbindung 
bringen könnte, nämlich die Schrift über den bestimm- 
ten Schnitt. Man weiss nämlich, dass diese die Kon- 
struktion von Punkten auf einer Greraden enthalten hat, 
deren Abstände von zwei Puaktepaaren derselben Geraden 
Rechtecke von gegebenem Verhältnis bilden, sowie eine 
sorgfältige Diskussion dieser Aufgabe. Auf diese Aufgabe 
wird die Bestimmung der Schnittpunkte zwischen einer 
Geraden und einem Ott zu vier Geraden zurückgeführt, 
wenn alle vier Abstände parallel mit der gegebenen Geraden 
gerechnet werden, Fasst mau die Sache so auf, so fällt 
.die Bestimmung eines Ortes zu vier Geraden zusami 
alt dem Satze über Involution der Schnittpunkte einer 
ftranden mit einem Kegelschnitte und mit den gegenüber-^ 
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liegenden Seiten eines ein beschriebenen Vierecks, der später 
von Desargues wiedergefunden ist und seinen Namen 
trägt. Sicher ist es, dass die Schrift über den bestimmten 
Schnitt einzelne wichtige Teile der jetzigen Lehre von der 
Involution enthalten hat. 

Wie soeben angeführt waren räumliche Aufgaben 
wohl ursprünglich solche, die von Gleichungen dritten 
Grades abhingen und stereometrisch dargestellt wurden. 
Später dagegen wurde der Name mit der Lösung durch 
Kegelschnitte verbunden, und dadurch kam es, dass er 
faktisch auch solche Aufgaben umfasste, die — wenn 
man sie auf eine Gleichung gebracht haben würde — 
von Gleichungen vierten Grades abhängig gewesen wären. 

Die einfachste räumliche Aufgabe, die reine kubische 
Gleichung, haben wir bereits in der Form der Frage nach 
der Multiplikation des Würfels kennen gelernt, und wir 
haben zugleich gesehen, wie die Benutzung von Kegel- 
schnitten sich ursprünglich an die Lösung dieser Aufgabe 
knüpfte. Andere Beispiele sind uns begegnet in der Drei- 
teilung des Winkels oder in den Einschiebungen, worauf 
diese zurückgeführt wird, und wir haben erwähnt, dass 
Archimedes in der Schrift über die Spiralen einen 
anderen Gebrauch von denselben Einschiebungen macht. 
Wie diese durch Kegelschnitte ausgeführt wurden, das 
hat uns Pappus mitgeteilt. 

Die wichtigsten Beispiele für die Lösung räumlicher 
Aufgaben durch Kegelschnitte, die wir aus den besten 
Tagen der griechischen Mathematik besitzen, finden sich 
jedoch in der überlieferten Behandlung der Gleichung, 
auf welche Archimedes seine Teilung der Kugel zu- 
rückführt (vergl. S. 185), und in der Konstruktion von 
Normalen von einem Punkte an einem Kegelschnitt im 
5ten Buche des ApoUonius. Was diesen Lösungen 
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namentlich Interesse verleiht, ist die Sorgfalt, mit der 
sowohl die Bedingungen für die Möglichkeit auseinander 
gesetzt werden, sowie auch die verschiedene Anzahl von 
Lösungen, die man erhält, wenn man den gegebenen 
Grössen verschiedene Werte beilegt. Dadurch tritt — in 
voller Übereinstimmung mit dem, was wir über die Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion bei den Griechen 
gesagt haben — deuthch hervor, dass die Konstruktion 
durch Kegelschnitte nicht so sehr ein Mittel — und zwar 
ein sehr dürftiges — ist um die gesuchten Grössen her- 
zustellen, sondern vielmehr ein gutes theoretisches Mittel 
um zu untersuchen, in welchen Fällen sie existieren. Die 
Bestimmungen der Maxima und Minima, die man dadurch 
für die gegebenen Grössen erhält, sind die wirklichen 
und bedeutungsvollen geometrischen Sätze, die das Haupt- 
ziel der Untersuchung bildeten. 

Wir haben gesehen, dass Archimedes die Kugel- 
teilung zurückführte auf die Gleichung 

DB'^:DX^=XZ'.TZ, 

wo Z), B^ T und Z bekannte Punkte, X ein gesuchter 
Punkt einer Geraden ist. In dem bereits erwähnten über- 
lieferten Manuskript, das vielleicht von Archimedes 
selbst herrührt und einen Anhang zu seinem 2ten Buch 
über die Kugel und den CyUnder gebildet hat, wird diese 
Aufgabe auf eine Weise gelöst, die wir am leichtesten in 
modernen algebraischen Zeichen folgendermassen wieder- 
geben können. Schreiben wir seine Gleichung in der Form 

&2 a — a? 
und setzen wir diese beiden Quotienten gleich—, wo e 

y 

eine beliebige Gerade ist, so lassen sich x und y bestimmen 
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als Schnittpunkte zwischen der Parabel a?* = — ,y und 

der Hyperbel {a — x)y = ce. 

Bei den Anwendungen auf die Kugelteilung sind die 
Konstanten, die wir hier mit a und c bezeichnet haben, 
positiv, und es kommt darauf an, einen solchen Wert 
von X zu bestimmen, dass < a? < | a, da X zwischen D 
und B, den Endpunkten desKugeldurchmessers DB=^DZ, 
fallen muss. Die erhaltene Darstellung der Gleichung be- 
greift jedoch auf Grund der verschiedenen Lagen, die man 
Z und T erteilen kann, oder die man den gesuchten 
Punkt X einnehmen lassen kann, alle Gleichungen von 
der Form 

x^-{-ax^-{-h = 
in sich, und die Aufgabe lässt sich so stellen, dass man 

• 

alle Wurzeln mit bekommt. Wir haben hier also em 
Beispiel für das, was wir schon früher gesagt haben, dass 
nämlich, wenn die Griechen auch nicht unsere Benutzung 
der Vorzeichen kannten, die geometrische Darstellung diesen 
Mangel immerhin weniger fühlbar machte. 

Was nun die Grenzbedingungen betrifft, so werden 
diese bei den einzelnen Aufgaben zum Teil darauf beruhen, 
ob der Punkt X auf oder neben die Intervalle fällt, welche 
die vorliegende Aufgabe fordert; was aber zugleich bei 
allen diesen Aufgaben eine Hauptsache bleibt, das ist 
die Erkennung der Grenzfälle, in denen die Kegelschnitte 
sich berühren, zwei Wurzeln also zusammenfallen; denn 
dadurch wird der Übergang zwischen den Fällen gebildet, 
in denen diese beiden Wurzeln reell sind, also nach der 
damals geltenden Auffassung wirklich existiren konnten 
oder nicht. In dem aufbewahrten Bruchstücke wird an- 
gegeben, dass dieser Übergangsfall eintritt, wenn a? = Jö, 
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wenn also b^ c = -^a^, Ist dagegen a?^§a, so muss 

^^c<i-^a^ sein, was also die Bedingung für zwei Auf- 
lösungen wird. Dies wird leicht bewiesen mit Hülfe der 
Sätze über die Tangenten der Kegelschnitte. Soll nämlich 
die Tangente der Parabel im Punkte P die Hyperbel be- 
rühren, deren Asymptoten die Greraden ^ = und y=-a 
sind, so muss P die Mitte des 
Stückes der Tangente sein, welches 
<Jfe Asymptoten abschneiden. Der 
Schnittpunkt S der Tangente mit 
^er Abscissenaxe, die Tangente im 
Scheitelpunkt der Parabel ist, soll 
ferner die Mitte zwischen P und 
^©öa Schnittpunkt mit der Ordi- 
^^tenaxe sein. Daraus ergiebt sich, 
^88 D Q, die Abscisse von P, gleich 
tl^Z ist. Man überzeugt sich leicht, 
^^8, wie Archimedes sagt, die für die Möglichkeit der 
^sung gestellte Bedingung, h*^ c<.^a^y wirklich bei 
^^1* Kugelteilung erfüllt ist, bei der der Punkt B auf Q, 
^^^d T zwischen Q und Z fällt. Man erhält jedoch nur 
^^J^e Lösung, da die Punkte X auf verschiedene Seiten 
^^ti B fallen würden, und man nur denjenigen benutzen 
^^•tin, der ml DB fällt. 

Archimedes führt also seine Aufgabe über Kugel- 
^ilung zurück auf eine kubische Gleichung von sehr 
allgemeiner Form, die, wie bereits bemerkt wurde, auch 
^^J^en Beweis liefert für den letzten Satz des zweiten 
"*^^ches über die' Kugel und den Cylinder, und die ferner 
"^^wendung findet bei einigen von Archimedes an 
^^deren Orten gestellten Aufgaben über die Bestimmung 
^^H Segmenten von ElUpsoiden und Hyperboloiden mit 
ß^gebenem Volumen. Apollonius' Bestimmung von Nor- 



220 



Die griechische Mathematik: 



malen ist dagegen ein Beispiel für eine Aufgabe, die di- 
rekt durch Kegelschnitte gelöst wird ohne Aufstellung einer 
Gleichung. Wir wollen uns damit begnügen seine Lö- 
sung in der Sprache der jetzigen 
Algebra mitzuteilen. sei ein 
Punkt (a?i, y-y) der an einen 
Punkt M (a?, y) eines Kegel- 
schnittes gezogenen Normalen, 
G der Schnittpunkt dieser Nor- 
malen mit der Hauptaxe, und 
N die Projektion von M auf 
dieselbe Axe. Nehmen wir dann 
diese zur Abscissenaxe und rechnen wir, um die von 
Apollonius besonders behandelten Fälle zusammen- 
zufassen, die Grössen nach moderner Weise mit Vor- 
zeichen, so haben wir 




y 



NG 



y-^ x-^ — X — NG' 



N G ist die Grösse, die wir jetzt die Subnormale nennen, 
und beträgt für die Parabel ^; dadurch verwandelt sich 
die gefundene Gleichung in 



X 



y-(^i-^)y-y4=0; 



für die Ellipse und Hyperbel ist die Subnormale, wenn 
man den Mittelpunkt zum Anfangspunkt nimmt, beziehungs- 

weise -^ — -a?, und dadurch verwandelt sich die Gleichung in 



a 
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In beiden Fällen wird, wenn der Punkt (a;^, y^) ge 
geben ist, der Punkt {x, y) auf einer Hyperbel liegen, 
deren Schnittpunkte mit der gegebenen Kurve die Fuss- 
punkte der vom Punkte {x-^, y-^) ausgehenden Normalen 
sein werden. Diese Bestimmung der Normalen benutzt 
Apollonius um aueführlich zu untersuchen, ivie viele 
Normalen sich von den verschiedenen Punkten der Ebene 
ziehen lassen , Die Hauptsache ist hier diejenigen Punkte 
zu bestimmen, deren entsprechende Hyperbeln die gegebene 
Kurve berühren. Die von diesen Punkten gebildete Kurve 
bildet nämlich den Übergang zwischen den Teilen der 
Ebene, die so beschaffen sind, daes man von den Punkten 
des einen Teiles zwei Normalen mehr ziehen kann als 
von denjemgen des anderen. Indem ApoUonius die Be- 
dingungen für die erwähnte Berührung sucht, findet er, 
"wie man die Ordinate eines Punktes dieser Kurve be- 
stimmen kann, wenn man die AbseisBe kennt. Die Kui-ve 
ist dieselbe, die man jetzt die Evolute des Kegelschnittes 
nennt. Indessen ist weder bei ApoUonius noch bei den 
Alten überhaupt die Rede von irgend einer genaueren 
Untersuchung dieser Kurve, als die hier angeführte ist. 
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^ Aus Archimedes' Integi'utionen, wie wir sie genannt 
haben, aus ApoUonius' Lehre von den Kegelschnitten 
und aus der von den Griechen gemachten Anwendung der 
Kegelschnitte zur Diskussion von Aufgaben, die in unserer 
Mathematik von Gleichungen dritten mid vierten Grades 
abhängen, erkennen wir, bis zu welcher Höhe die griechische 
Geometrie und die Mathematik in geometrischer Form sich 
gehoben hatten. Wir haben früher gesehen, mit welcher 
Strenge man die Algemeingüitigkeit dieser Mathematik 
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sicher stellte. Wir haben indessen auch oft Gelegenheit 
gehabt zu erwähnen, dass man bei diesem Streben nach 
Algemeingültigkeit zu wenig Gewicht legte auf die Ent- 
Wickelung der Hülf smittel für wirkliche numerische Berech- 
nung, durch welche die Mathematik praktische Anwendung 
erhalten konnte. 

Selbstverständlich vernachlässigte man jedoch diese 
Seite der Sache nicht ganz. Man fuhr fort die geometrischen 
Sätze, die man von den ägyptischen Landmessern gelernt 
hatte, auf das Landmessen anzuwenden, und fügte dazu 
auch die Anwendung der einfachsten von den Sätzen, die 
man selbst fand. Es würde ungereimt sein anzunehmen, 
dass die Mathematiker, die Einsicht genug besassen um 
ihren Resultaten eine so allgemeingültige Form zu geben, 
nicht auch eben dadurch die specielle Anwendbarkeit 
dieser Resultate auf die numerischen Aufgaben kennen 
sollten, die in der Praxis vorkommen können. Denjenigen, 
welche eine so scharfsinnige Lehre von den Proportionen 
ausgearbeitet haben, haben die Mittel für die Behandlung 
solcher Aufgaben, die in der Praxis unter die einfache 
oder zusammengesetzte Regula de Tri gehören, nicht 
gefehlt. Hero — bei dem wir zugleich eines von den 
geometrischen Resultaten antreffen, von dessen Anwendung 
in der Praxis namentlich die Rede sein könnte, nämlich 
die Bestimmung des Inhaltes eines Dreiecks aus seinen 

• 

Seiten — hat in seinen Aufgabensammlungen Zeugnis 
gegeben von der numerischen Anwendung wenigstens der 
einfachsten planimetrischen und stereometrischen Sätze 
und von der Auflösung von Gleichungen zweiten Grades. 
Das beschränkte Gebiet der Geometrie, aus dem diese 
Anwendungen genommen werden, und der bescheidene 
Grad von Genauigkeit, mit dem Hero sich bei seinen 
Berechnungen begnügt, deuten jedoch darauf hin, dasa 
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n der That guter Grund vorhanden ist, diese Seite der 
irieciiischen Mathematik etwas niedriger zu stellen. 

Es war eicht ausBchlieeslich der schon (8. 57—61) 
erwähnte Mangel an Rechenfertigkeit, der in den besten 
Tagen der griechischen Geometrie ihrer Anwendung auf 
wirklicheEerechnungen Hindernisse eutgegenatellte, sondern 
ihre Resultate waren für solche nicht besonders eingerichtet. 
Die Aufgaheu werden in der Form von Konstruktionen 
gelöst, und diese lassen sich gewiss oft in Berechnung 
umsetzen, so wie man es sicher lange vor Hero getiian 
hat. Indessen giebt es, selbst wenn wir uns an die 
elementare Geometrie halten wollen, ein wichtiges Gebiet, 
aaf dem diese Umsetzung sich nicht bewerkstelligen lässt, 
nämlich dasjenige, wo unter den Grössen, die sich durch 
einander bestimmen lassen sollen, nicht bloss Strecken, 
Flächen und Volumina vorkommen, sondern auch Winkel. 
Mit anderen Worten, die Griechen besassen in der besten 
alexandrinischen Zeit noch keine Trigonometrie, ein 
Mangel, dem erst die grossen Geometer und Astronomen 
jener Zeit abzuhelfen begannen. Bevor dies geschah, war 
niau jedoch nicht ganz von solchen Untersuchungen aus- 
geechloBsen, die man jetzt auf trigonometrischem Wege 
^'ornimmt. Die Sätze 12 uud 13 im 2ten Buche von 
^-uklids Elementen drucken ganz dasselbe aus wie die 
Formel 

a^ ^b'^ -\- c"^ — 2bccosa 
"nd lassen sieh ebenso ganz wie diese bei allen atlge- 
■äeinen Untersuchungen anwenden, bei denen der Winkel 
" nicht gerade in Winkelmaass gegeben ist oder in 
solchem auszudrücken versucht wird. Wie scharf man 
•^en Zusa mm enhang zwischen der Grösse von Winkeln 
lind dem Verhältnisse von Strecken auftasste, geht aus 
den Sätzen in Euklids Data her\-or, die aussagen, dass 
ein Dreieck unter gewissen Bedingungen der Gestalt nach 



224 1^16 griechische Mathematik: 

gegeben ist. Nach Satz 80 dieses Buches ist das der 
Fall bei einem Dreieck, von dem ein Winkel und das 
Verhältnis zwischen dem Rechteck aus den einschliessenden 
Seiten und dem Quadrat der gegenüberliegenden Seite 
gegeben sind. Die übrigen Winkel des Dreiecks und die 
Verhältnisse zwischen seinen Seiten werden also durch 
diese Grössen bestimmt. Im übrigen enthalten die Data 
weitergehende Sätze derselben Art. 

Für numerische Berechnung lassen solche Sätze sich 
jedoch erst dann benutzen, wenn unter der einen oder 
anderen Form der Zusammenhang zwischen einem in 
Winkelmaass gegebenen Winkel und dem Verhältnis von 
Strecken bestimmt ist. Einen derartigen Zusammenhang 
kannte man wohl für die wenigen Centriwinkel regulärer 
Polygone, deren Seiten man konstruieren und dadurch 
berechnen konnte; aber teils scheint man diese Berech- 
nung lange unterlassen zu haben, teils war hier nur die 
Rede von ganz einzelnen Winkeln. 

Hieraus lässt sich schliessen, dass die Anwendung 
der Mathematik auf die Astronomie, die mit Eudoxus 
ihren Anfang genommen hatte, zu Euklids Zeiten noch 
nicht zu sonderlich genauen Bestimmungen geführt haben 
kann. Denn das, was man einigermassen genau beob- 
achten kann, sind eben Winkel, und diese verstanden 
die Mathematiker nicht zu gebrauchen, weshalb man 
dann wieder umgekehrt auf derartige Bestimmungen 
keinen Fleiss verwandte. Man hat sicher in der Schule 
des Eudoxus und namentlich in derjenigen Piatos seine 
Gleichgültigkeit in dieser Beziehung auf dieselbe Weise 
beschönigt wie die Gleichgültigkeit gegenüber der aus- 
führlichen Berechnung von irrationellen Grössen, und 
gemeint, dass man sich, wenn sich bei empmschen Be- 
stimmungen doch keine mathematische Genauigkeit er- 
reichen Hesse, ebensogut mit einer gröberen Bestimmung 
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begnügen könne. Wenn man solche als Postulate auf- 
Btellte, so kam es uur daran! an mit abaoluter Sicher- 
heit diejenigen Resuhate abzuleiten, die aus diesen einmal 
aufgestellte» Voraussetzungen folgen. 

\Vurde man nun auch auf diese Weise dahin gebracht 
das Messen von Winkeln zu vernachlässigen, so musaten 
dennoch Winbelgrössen sich bei den astronomischen Be- 
stimmungen von selbst geltend machen. Beispielsweise 
konnten sie eich darbieten als Verhältnisse zwischen den 
Zeiten, in denen ein Bogen und der ganze Kreis bei einer 
gleichförmigen Kreisbewegung durchlaufen werden. Ein 
Beispiel für die Art und Weise, ivie man bei richtigen 
mathematischen Schlüssen diese Art von Bestimmungen 
anzuwenden verstand — - und zugleich ein Beispiel für 
die Ungenauigkeit der damaligen Bestimmung von Winkeln 
— besitzen wir in einer überlieferten Untersuchung des 
Aristareh von Samos über Abstand und Grösse der 
Sonne und des Mondes. Bei dieser Untersuchung, bei 
der Aristarch jedoch Vorgänger gehabt hat, namentlich 
den Eudoxus, wird teils der Radius des Erdschattens in 
der Entfernung des Mondes von der Erde benutzt, dessen 
Verhältnis zum Radius des Mondes aus der Dauer der 
Verfinsterung berechnet wird, teils der Winkelabstand 
zwischen Sonne und Mond in dem Augenblick, wo der 
Mond sich genau halb erleuchtet zeigt. Während im 
übrigen der Pi'oportion sichre gemäss mit Verhältnissen 
zwischen Entfernungen und Radien operiert wird, wird 
dieser letzte Wiukel in Winkelmaass gefunden. Sein 
Komplement wird von Aristarch auf 3° veranschlagt, 
Und daraus wird abgeleitet, dass der Abstand der Sonne 
19mal so gross ist wie der des Mondes, was dasselbe ist 
als wenn man annimmt, dass in unserer trig< 
Sprache sin S^^j^g. 



metrischen ^H 
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Um dahin zu gelangen, benutzt Aristarch einen 
Hülfssatz, der sich trigonometrisch folgendermassen aus- 
drücken lässt: Wenn der Winkel ^ von bis — wächst, 

so wird das Verhältnis -: — x- wachsen und jr abnehmen. 

sm i^ tgv^ 

Diesen Satz betrachtet er als bekannt, und wir erkennen 

auch leicht die Verbindung zwischen ihm und älteren 

Untersuchungen, deren Bedeutung uns dadurch klarer wird. 

und — — X- sind nämlich dem Radiusvector und der 



sin d' ig d^ 

Abscisse der Quadratrix (vergl. S. 77) proportional, und 

die angeführten Resultate haben sich dann natürlich 

an die Untersuchung dieser Kurve angeschlossen. 

Zugleich wusste man aus der Bestimmung der Seiten 

TT 1 jt ^ 

regulärer Polygone, dass sin — =z— und tg— = 



6-2 """ ^8-^.|-l' 
oder, da y2 >— , dass ig — < — . Hieraus erhält man zur 

Bestimmung von sin 3^ oder sin 



60 

7Z 1 . JT 1 

und 8m^<<^^<A.^<^, 

mithin näherungsweise sin 3^ = ^. 

Es ist beachtenswert, dass sich dasselbe Verfahren, 
da sin'& <.'^ <tg'&y oder wie die Griechen es ausdrücken, 
da ein einbeschriebenes Polygon einen kleineren, ein um* 
beschriebenes einen grösseren Umfang hat als der Kreis» 
auf eine genährte Bestimmung von jt anwenden läß^*' 
Danach ergiebt sich 

3 < TT < 3J. 

Bestimmungen dieser Art konnte man seit den Zeiten 
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.ntipbona und Brysons (S. 69, 70) ausführen, denn da 
[an die von diesen begangen ea Fehler erkannte, war 
lan auch imstande sie zu vermeiden. Die geometrisohen 
[ülfsniitlel für die Erreichung einer grösseren Genauigkeit, 
ie in der Berechnung der Umfange von regulären Poly 
onen mit mehr Selten bestehen würden, besass man 
ueh zu den Zeit«n Euklids. In dieser Beziehung dür- 
;n wir nänalich nicht nur an Polygonseiten denken, 
eren Irrationalität er aufidrücklieh darstellt, denn dabei 
eschiänbt er sich auf diejenigen, die bei der Konstnik- 
LOn regulärer Polyeder, benutzt werden, und er teilt nicht 
lies mit, was man, nach seinem Buche und z. B. nach 
Lristarche Benutzung der Seite dea regelmässigen um- 



leschriebenen Achtecks 



i^'n) ' 



urteilen, damals ver- 



nochte. um jedoch wirklich die vorliegenden geome- 
:riachen Hülfsmitt«! für eine genauere Bestimmung von 
1, oder für eine genauere Anwendung gemessener Winkel 
•M benutzen, musete sich einmal das Bedürfnis nach 
solchen zeigen, und zweitens war grosse Energie er- 
forderlich um damals eine Berechnung durchzuführen, 
]ei der verschiedene Quadratwurzeln auszuziehen waren, 
-'nier anderem machte sich dies Bedürfnis geltend bei 
'er, im Vergleich mit früheren Messungen, genaueren 
Bestimmung der Schiefe der Ekliptik durch Eratosthenes 
■öd bei seiner Gradmessung. Um bei diesen den UnJer- 
'chied in der Polhöhe und die Entfernung von zwei 
^rten mit nahezu gleicher Länge für die Berechnung des 
^darchmesser« zu benutzen, mussl« man eine leidlich 
nite Bestimmung von ji besitzen. Archimedes war es, 
ier in seiner Kreismessung die Schwierigkeiten überwandt, 
^ie sich einer solchen entgegen stallten. Wir wollen hier 
Kürz über den Inhalt seiner Schrift berichten, in der 
Jedoch leider keine Aufklärung darüber enthalten ist, wie 
~ 15* 
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er die grösate der vorhandeuen Schwierigkeiten tiberwand, 
nämlich die Bestimmung der Quadratwurzeln. 

Archimedes beginnt damit mittels des Exhauatiorij- 
beweiaes darzuthun, dass der Kreis denselben Inhalt hat wi' 
ein Dreieck, das die Peripherie zur Grundlinie und d>' 
Radius zur Höhe hat. Dadurch wird die Quadratur ili- 
Kreises auf die Berechnung der Kreiaperipherie zurückge- 
führt, Archimedes beweist, dass das Verhältnis dieser 
Peripherie zum Durchmesser, also die Zahl, die in neuerer 
Zeit 71 genannt worden ist, kleiner als 3^, aber 
grösser als 3^^ ist. Das wird dadurch bewiesen, dass 
selbst der Umfang dea einbeachriebenen Söecks grösser 
ist als 3iJ d, und selbst der Umfang des um beschriebenen 
96ecks kleiner ist als 'ilf d, wenn wir mit d den Durch- 
nieeser des Kreises bezeichnen. 

Zu diesem Ei^ebnis gelangt Archimedes dadurch, 
dass er aus den Verhältnissen zwischen den Seiten einee 
rechtwinkeligen Dreiecks mit einem gewissen Winkel i 
die Verhältnisse zwischen den Seiten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks mit dem halben Winkel (^x) bestimmt. Wenn 
er die obere Grenze für die Peripherie sucht, so lässt er 
die Dreiecke mit den Winkeln x und ^x die diesen 
Winkeln anliegende Kathete gemeinsam haben, und wenn 
er die untere Grenze sucht, die Hypotenuse; in beiden 
Fällen aber lässt die gefundene Relation zwischen den 
Verhältnissen sich in der trigonometrischen Spraolie 
unserer Zeit wiedergeben durch 



I 

^M jedoch 
^1 Unters 

^^^^brauch 



'3*^ 



sin 3 
1 -{-cos. 



.(• 



oder 



Jgx 



•.cx-\- 1/ 



Diese Übereinstimmung wird bei der Anwendun- 
jedoch durch den Umstand verdeckt, dass bei der einen 
Untersuchung obere Grenzen für die Quadratwurzeln ^t- 
braucht werden, zu denen der Übergang zwischen den 
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Verhältnissen verachiedener Seiten clesselbeo rechtwinke- 
ligen Dreiecke {sin^ x -^ cos^ x^l) VeraDlassung giebt, 
und bei der anderen untere Grenzen, und daes diese durch 

rhieden gebildete Näherungswerte außgedrückt werden. 
Indem Ar c h i m ed e s von einem rechtwinkeligen Dreieck 

mit dem Winkel — ausgeht und wiederholt zii neuen Drei- 
ecken übergeht, findet er, dase (mit unseren trigonome- 
■hen Bezeichnungen für die unteisuchteu Verhältnisse) 



^dfichei 



r 153 ^ . « 66 

6<4B73F''°^^"'9e> 20171' 



und gelangt dadurch zu den oben angegebenen Grenzen 
für ji. 

Nachdem durch Archimedes' Arbeit das Eis ein- 
mal gebrochen war, soll Apollonius eine noch genauere 
Berechnung geliefert haben. Vielleicht rührt von ihm 
der "Wert 3,1416 her, der im wesentlichen der Genauig- 
keit entspricht, die sich später in den Sebnentafeln des 
Ptolemäus findet, und dem wir später bei indischen 

Ijabriftstellem begegnen werden. 
I Archimedes' Schrift enthält faktisch Bestimmungen 
er unteren Grenzen für s 



I 



und der oberen Grenzen 



für tg- für « = 6, 12, 24, 48, 96. Die letzte Bestim- 
mung liefert auch eine brauchbare obere Grenze für 
^, und Aristarehs Arbeit zeigt, dass man imstande 

war sie zu benutzen. Apollonius' Bratinmiung von n 
muss zu einer noch genaueren Bestimmung des «inus 
eines kleinen Bogene oder derjenigen Grösse geführt 
haben, über deren Werte wir Tabellen von späteren grie- 
chischen Astronomen besitzen, nämlich der Sehne de» 
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doppelten Bogens. Um eine vollständige Tafel der Seimen 
zu Vielfachen dieses kleinen Bogens zu berechnen, ißt 
nun weiter nichts erforderlich als die Kenntnis des Satzes 
über einbeschriebene Vierecke, der jetzt der ptolemäische 
genannt wird, weil Ptolemäus ihn ausdrücklich für 
die Berechnung seiner Sehnentafel anwendet, oder die 
Kenntnis eines anderen Satzes, der sich auf ähnliche 
Weise anwenden lässt. Einen solchen hat n^an zu und 
nach der Zeit des Archimedes und ApoUonius leicht 
finden können in dem Moment, wo man wirklich eine 
Sehnentafel wünschte, und die grösste Schwierigkeit hat 
auch hier darin bestanden, die zur Durchführung der 
Arbeit notwendigen Quadratwurzeln zu berechnen; aber 
gerade dadurch wurde man gezwungen, die dazu dienenden 
Methoden zu verbessern. Wie früher angeführt (S. 62) 
war dieser Fortschritt mit der Einführung der Sexagesi- 
malbrüche verbunden. 

Die erste Sehnentafel, von der wir sichere Nachricht 
haben, stammt aus dem zweiten Jahrhundert v. Chr. und 
ist von dem grossen Astronomen Hipparch verfasst. 
Diese ist, ebenso wie eine spätere von Menelaus, ver- 
loren gegangen. Die Sehnentafel, die sich in Ptolemäus' 
Almagest findet, ist uns dagegen überliefert und hat, da 
sie auf den älteren hat aufgebaut werden können, die 
grösste Volständigkeit und Genauigkeit erhalten. Sie 
geht mit Intervallen von ^® bis zu einem Bogen von 180^^. 
Da der sinus die Hälfte von der Sehne des doppelten 
Bogens ist, so spielt diese Tafel dieselbe Rolle wie eine 
Tafel der sinus von solchen Bogen, die mit Intervallen 
von l^ bis zu 90^ hinaufreichen. Der Durchmesser des 
Kreises wird gleich 120 gesetzt, und die Sehnen werden 
nach dem Sexagesimalsystem in Ganzen, Minuten und 
Sekunden ausgedrückt, das heisst, wie bei der Winkel- 
teilung, in Brüchen mit den Nennern 60 und 60*; das 
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Verhältnis der Sehnen zum Durehmesser wird also ia 
Brüchen mit dem Nenner 432000 angegeben. Zm- Be- 
nutzung bei der Intei'polation werden Dreisaigstel der 
Differenzen zwischen den aufeinander folgenden Sehnen, 
den Bogeildifferenzen von 1 Minute entsprechend, hinzu- 
gefügt. 

Für die Berechnung dieser Tafel benutzt Ptolemäus 
hauptsächlich den Satz über das einbeschri ebene Viereck. 
Dieser lägst sich unmittelbar benutzen, um die Sehne zu 
der Summe oder Differenz zweier Bogen, und dadurcli 
auch die Sehne zu dem verdoppelten und halbiei^ten 
Bogen zu berechnen. Wenn man von den bekannten 
Sehnen ausgeht, so kann man auf diesem Wege dahin 
gelangen. Sehnen zu Bogen von 1^" und f" zu berechnen. 
Aus diesen wird die Sehne zu 1" durch eine Art von 
Interpolation berechnet, die dai-auf beruiit, dass das Ver- 
hältnis zwischen Sehne und Bogen abnimmt, wenn der 
Bogen wächst, dass also 

Sehne f" Sehne 1° Sehne 1^" 

1 ^ 1"* > fi 

Für den hier benutzten geometrischen Satz, den auch 
Aristarch anwandte, teilt Ptolemäus einen hübschen 
geometrischen Beweis mit. Nachdem die Sehne zu 1" 
auf diese Art gefunden ist, wii-d der ptolemäische Satz 
für die successive Berechnung der übrigen Sehnen benutzt. 

Da eine Sehnentafel dieselbe Rolle spielt wie eine 
Sinustafel, so kann man, wenn man will, mit Hülfe 
dieser Tafel und des pythagoreischen J.,ehrsatzeB jedes 
Stück eines ebenen rechtwinkeligen Dreiecke durch zwei 
andere, unter denen sich eine Seite befindet, bestimmen 
und dadurch, wenn auch durch beschwerliche Rechnungen, 
die Bestimmungen ausführen, die in die ebene Trigono- 
metrie hineingehören. Im Almagest finden sieh Beispiele 
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für verschiedene solcher Bestimmungen. Den Astronomen 
lag jedoch sehr viel daran, auch die sphärisch-trigo- 
nometrischen Bestimmungen zu gewinnen. Hierzuwar 
vor allen Dingen etwas sphärische Geometrie erforderlich. 



27. Sphärische Geometrie. 

Aus der Geometrie der Kugel haben wir bei EukW 
nur den Satz über das Verhältnis zwischen den Inhalten 
von Kugeln gefunden, zu dem Archimedes die exakte 
Bestimmung von Oberfläche und Inhalt hinzufügte; aber 
dabei konnten die Astronomen nicht stehen bleiben. Nament- 
lich mussten sie Mittel haben um die Lage von Punkte» 
auf der Kugel, von Sternen am Himmel, von Orten airf 
der Erde zu charakterisieren. Das geschieht durch B^' 
Ziehung auf einen grössten ICreis, der auf die eine ode^ 
andere Weise als bekannt betrachtet werden darf, au' 
Horizont, Äquator oder Ekliptik am Himmel, Äquator 
auf der Erde, und diese Beziehung konnte nicht woW 
von der verschieden sein, die jetzt durch die gewöhnlichen 
sphärischen Koordinaten ausgeführt wird. Eine solcb^ 
Beziehung liegt zu Grunde, wenn Eratosthenes, ^^ 
die Grösse der Erde zu bestimmen, die Entfernung zwische^^ 
zwei Orten von derselben Länge und bekanntem Breitenunter- 
schiede misst, selbst wenn die Einführung der Bezeich- 
nungen Länge und Breite erst dem Hipparch zugeschriebeii 
wird. Im übrigen wollen wir daran erinnern, dass di^ 
jenige Einteilung der Kugel, die Euklid im 12tenBucbe 
der Elemente anwendet (S. 171), genau einer Einteilung 
durch solche Koordinaten entspricht. 

Eine mehr oder weniger direkte Anwendung spbäri' 
scher Koordinaten lässt sich benutzen um die Punkte 
des Himmels oder der Erde auf einer gedrechselten Kug^* 
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abzubilden. Das erstere ist jedenfalls geschehen. Indessen 
-•-"l waren die Griechen durch ihre hoch entwickelte Geometrie 
in den Stand gesetzt die schwierigeren Aufgaben zu lösen, 
die sich darbieten, wenn man auf zweckmässige Weise 
eine Kugel auf einer Ebene abbilden will. Mit Rücksicht 
hierauf wird es in dieser Darstellung der Geschichte der 
Mathematik genügen anzuführen, dass die Griechen ver- 
schiedene Anwendungen der in geometrischer Beziehung 
wichtigen und interessanten stereographischen Projek- 
tion gemacht haben. Diese besteht wie bekannt in einer 
Centralprojektion der Kugelfläche von einem auf ihr 
gelegenen festen Punkt auf denjenigen grössten Kreis, 
^er den festen Punkt znm Pol hat, und zeichnet sich 
dadurch aus, dass jeder Kreis auf der Kugel als Ki-eis 
^^t die Ebene projiciert wird, und dass Winkel ihre 
^ H Grösse behalten. 

^^'j Aus den vorliegenden Anwendungen weiss man, dass 

^® Griechen wenigstens die erste von diesen Eigenschaften 
^iannt haben, die in naher Verbindung steht mit der 
^^te von den beiden Systemen von Kreisschnitten an 
®^ein schiefen Kegel. Eine Bestimmung von diesen findet 
^^h bei Archimedes, und die Lehre von den verschic- 
kten Schnitten an demselben Kegel wird von Apollo- 
^^8 weiter entwickelt. Die stereographische Projektion 
^^ also wohl als eine Frucht der Lehren dieser Männer 
^tirachtet werden. Sie fand zu den Zeiten Hipparchs An- 
^^dung an einem Apparat, der gebraucht wurde, um 
^B der augenblicklichen Höhe eines bekannten Sterns 
^^ Zeit in der Nacht zu bestimmen. Dazu benutzte 
**^^li zwei Scheiben, von denen die eine Projektionen 
^kannter Sterne enthielt, die andere Projektionen des 
Horizonts und parallel zu ihm gelegter Schnittkreise, 
*^de Teile vom Südpol des Himmels aus projiciert. Es 
^m darauf an, die eine Scheibe so um das Bild des 
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Nordpols zu drehen, dass der beobachtete Stena auf dem 
seiner Höhe entsprechenden Schnittkreise zu liegen kam. 
Eine andere Anwendung findet sich in der Geographie 
des Ptolemäus. 

Die griechische Geometrie lieferte jedoch nicht nur 
die Mittel, um astronomische Bestimmungen durch solche 
mechanische Operationen vorzunehmen. Wir sahen soeben, 
dass man seit den Zeiten der grossen Geometer begonnen 
hatte sich mit den tabellarischen Arbeiten zu beschäftigen, 
die notwendig waren um derartige Aufgaben durch Be- 
rechnung zu lösen. Gleichzeitig muss die Geometrie die 
sphärisch-geometrischen Sätze hervorgebracht haben, auf 
denen die Anwendung der Tabellen beruht, und die in 
anderer Form unseren sphärisch-trigonometrischen Formeln 
über das rechtwinkelige Dreieck entsprechen. Diese Form 
lernen wir bei Ptolemäus kennen. Er benutzt dafür 
einen Satz, den man nach seiner Angabe den Satz des 
Menelaus genannt hat. In seiner planimetrischen Ge- 
stalt heisst dieser Satz: Wenn eine Transversale die den 
Ecken A, B und C eines Dreiecks ABC gegenüber- 
liegenden Seiten in Z), E und F schneidet, so ist 

BD CE AF _ 
CD' AE' BF "' '* 

der Satz bleibt aber auch bestehen, wenn man die 
geraden Linien mit grössten Kreisen auf derselben Kugel 
vertauscht, die Strecken mit den sinus der Bogen strecken, 
oder, wie Ptolemäus sagen muss, mit den Sehnen des 
doppelten Bogens. Wahrscheinlich ist der Satz in beide» 
Gestalten weit älter als Menelaus. Die planimetriscb^ 
gehört durchaus unter die Gegenstände, die in EukÜ^ß 
Porismen behandelt wurden, und was den sphärisch-geo 
netrischen Satz angeht, so verstand wenigstens Hipparcb 
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inimgen auszuführen, zu denen er bei Ptolemäus 
rird, 

e Berechnungen sind dieselben, die in der sphä- 
ügonometrie ausgeführt werden durch die 4 Rela- 
ie in einem rechtwinkeligen ephäriachen Dreieck 
den 3 Seiten oder zwischen 2 Seiten und einem 
itattfinden. ABC sei ein solches Dreieck mit 
dem rechten Winkel bei B, und 
D, E und F seien die Funkte, 
\\ denen der grösste Kreis mit 
dem Pol A die Seiten des 
sphärischen Dreiecks schneidet. 
Dann ist in Gradmaass 




FE=L. yl,und£'i> = 9Ü"— ^Ä. 

Die übrigen Bogen der Figur , 

sind Seiten des Dreiecks ABC 

oder deren Komplemente. Wenn 

n nach einander die vier Dreiecke ABC, 

iFE und DBF und jedesmal den vierten 

Kreis als Transversale betrachtet, so erhält man 

erwähnten vier Relationen. Erst bei späten 

D Schriftstellern finden wir eine Relation zwiachea 

In und eine Seite. 



Verfall der griechischen Geometrie. 

Entwickelung der berechnenden Geometrie bei 
hen, die wir soeben verfolgt haben, reichte nicht 
ig über den Zeilpunkt hinaus, an dem die übrige 
te Geometrie ihren Höbepunkt erreicht hatte. 
mehr abstrakten, geometriechen und in geome- 
Form dargestellten rein mathematischen Unler- 
I) in denen die Griechen besonders weit gelangteUj 



II) in denen i 
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kÖDuen wir □ämlich eigeutlich nach Apollonius keinen 
Fortschritt von grösserer Bedeutung nachweisen. Das ist 
indeesen nicht so zu verstehen, als ob die mathematische 
Arbeit sofort nach ihm aufgehört halte. Der gelegte Grund 
war 80 sicher, und die angewandten Methoden der Behand- 
lung so fruchtbar, dasa es den Schülern der grossen 
Mathematiker, so lauge die Zeitverhältniese es zulieBeei\ 
leicht gewesen sein muss, in den angefangenen Richtinigi i. 
weiter zu arbeiten. Das ist auch geschehen. Indessen 
ist ea leicht erklärlich, daas die Ausbeute dieser Arbeil, 
die sich gerade dadurch, dass sie auf den einfacbertii 
Untersuchungen der Meister aufgebaut wurde, auf weniger 
zugängliche und mehr specielle Gebiete erstreckt haben 
kann, in der nun kommenden Zeit des Verfalls weder 
so viel Interesse noch bö viel Verständnis hat finden 
können wie die zu Grunde liegenden einfacheren Arbeiten, 
und deshalb verloren gegangen ist. 

In der That liegen denn auch nur vereinzelte Mit 
teilungen vor über die geometrischen Arbeiten der Nacb- 
.Eolger oder Zeitgenossen der grossen Geometer, Von 
Nikomedes und seiner Konchoide haben wir berei'- 
gesprochen (S. 82). Von Perseus wird berichtet, il:i>- 
er die sogenannten spiriechen Kurven untersucht habe, 
die, wie man annimmt. Schnitte an der Fläche waren, 
die durch Umdrehung eines Kreises um eine in Beiner i 
Ebene liegende Axe erzeugt wird (Wulst). Eine einzelne 
von diesen Kurven ist vielleicht früher von Euddsur 
untersucht worden, der zur DarstflUung der scbeiubareu 
Bahnen der Planeten und ihrer Knotenpunkte eine Kurve, 
Hippopede genannt, angewandt hat, die möglicherweise 
dieselbe gewesen ist, die wir jetzt Leraniskate nennen. 
Die Cissoide des Diokles ist auch in imseren Tagen be- 
kannt und wird als nützliches Beispiel füi- die Anwendmi- 
"^Cr Differential- und Integralrechnung auf die Geometrie 
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benutzt. Diokles verdankt man auch eine neue Lösung 
von Archimdes' kubischer Gleichung mit Hülfe der 
Kegelschnitte (vergl. S. 216). 

Aus der nächsten Zeit nach den grossen Geometern 
etammen sicherlich auch die wichtigsten der von Pappus 
angeführten Resultate, die sich nicht auf diese selbst zu- 
rückführen lassen Einige können auch in den einzelneu 
Perioden entstanden eein, in denen das Vei'ständniB wieder 
aufleuchtete, und ein einzelnes legt Pappus sich selbst 
bei. Wir wollen hier einige von diesen Resultaten an- 
führen. Ausser der von Archimedes gefundenen ebenen 
Spiralenfläche (8. 183) hat man Flächen bestimmt, be- 
grenzt von Spiralen, die auf entsprechende Weise auf der 
Kugel dargestellt werden. Archimedes' Bestimmung des 
Inhaltes der Kugeloberfläche wurde dabei zu Grunde ge- 
legt. — Die Projektion eines ebenen Schnittes durch eine 
Erzeugende einer windschiefen Schraubenfläche (deren 
Erzeugenden der Grundfläche parallel sind) auf die Grund- 
fläche ist ein Quadratrix. — Pappus legt sich selbst 
den wichtigen allgemeinen Satz bei, daas das Volumen 
eines ümdrehungskörpers gleich ist dem Produkte aus 
der Fläche, die von der Meridian kurve umschlossen 
wird, und dem Wege, den der Schwerpunkt dieser Fläche 
während der Umdrehung durchläuft. Dieser Satz, der nach 
einem späteren AV ledere ntdecker den Namen der Guldin- 
schen Regel erhallen hat, muss im übrigen bei der von 
den Alten benutzten geometrischen Darstellung der für 
Schwerpunktsbestimmungeu nötigen Integrationen sehr 
nahe gelegen haben. Pappus' allgemeine Aufstellung 
desselben ist jedoch ein wirkliches Veidieust. — Bei 
Pappus findet sieh ferner eine Erweiterung des Ortes zu 
rier Geraden (vergl. 8. 213), Für die Bestimmung einer 
gewissen Kurve stellt er die Forderung auf, dass das 
Verhältnis zwischen den Pi-odukten der Abstände eines 
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Kurvenpunktes von zwei Gruppen von in beliebig 
zahl gegebenen Geraden einen gegebenen Wert 
soll. Das Verhältnis wird in Übereinstimmung ir 
klids fünftem Buche als ein zusammengesetztes Ver 
dargestellt (vergl. S. 145). Pappus teilt jedoch 
Eigenschaften der Kurve mit, die über die Dei 
hinausgingen. Indessen ist die Kurve ein wichtig« 
gangspunkt für Descartes' analytische Geometi 
worden. 

Wie interessant auch mehrere der hier angei 
Resultate sein mögen, so spricht doch der ümstanc 
sich bei Pappus neben den zahlreichen und bedei 
vollen Mitteilungen über die Arbeiten der alten Ma 
tiker, die wir bereits bei unserer Erwähnung von 
in reichem Maasse benutzt haben, keine anderen i 
lieh neuen Sätze nachweisen lassen, dafür, dass d( 
räum zwischen Apollonius und Pappus innerhi 
Geometrie keinen Fortschritt von bleibender Bed 
hervorgebracht hat. Dass diese 500 Jahre dann 
bedeutenden Rückgang in der Kenntnis und dei 
ständnis der mathematischen Schätze früherer Zeit 
sich gebracht haben, war zu erwarten. Das erkeni 
auch deutlich aus den vielen Hülfssätzen zu der 
Schriften, die Pappus aus dieser Zwischenzeit aufb 
hat. Durch die sorgfältige, oft kleinliche Erklärui 
diese von Einzelheiten geben, tritt es nämlich d 
hervor, wie wenig man sich den Blick für die Bed 
der Gesamtheit bewahrt hatte. 

Wenn man nun fragt, wie ein solcher Niec 
bei einer so gründlich und reich entwickelten Wissec 
wie die griechische es war, möglich sein konnte, g 
sich wohl auf die in der historischen Übersicht gen 

hiedenen äusseren Umstände hinweisen, abei 
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einmal in sie hineingelegt waren. Da diese Einzelheiten 
in den bewunderten Formen auftraten, so erhielten sie 
ein solches Gepräge von Vollkommenheit, dass man den 
Mut zu selbständigen Arbeiten verlieren musste. Die Aus- 
beute aus solchen würde nämlich, jedenfalls anfänglich, 
in einer sehr viel weniger vollkommenen Form aufge- 
treten sein. 

Mit der geometrischen Form, die die Algebra und 
die allgemeine Grössenlehre angenommen hatten, war auch 
ein Übelstand verbunden. Sicherlich gab diese geome- 
trische Form an Übersichtlichkeit und Verwendbarkeit 
für wirkliche Ausführung von algebraischen Operationen 
der jetzigen algebraischen Zeichensprache nicht so viel 
nach, wie ein moderner Leser anzunehmen geneigt sein 
wird. Derjenige, welcher mit dieser Art der Darstellung 
vertraut ist, also die Bedeutung der Figuren kennt, kann 
das Umlegen von ihnen und das Operieren mit ihnen 
mit derselben Leichtigkeit vornehmen, mit der man jetzt 
Buchstabenausdrücke versetzt imd zusammenzieht, und 
femer kann er beim mündlichen Unterricht dadurch, dass 
er auf die Figuren zeigt, die vorzunehmenden Operationen 
seinen Schülern verständlich machen. Das trug dazu bei, 
dass ein vollkommenes Verständnis so lange aufrecht er- 
halten werden konnte, als sich der mündliche Unterricht 
in Alexandria in Ruhe fortsetzen Hess. Sobald aber diese 
Ruhe gestört wurde und die durch mündlichen Unterricht 
aufrecht erhaltene Tradition verloren ging, man also allein 
auf das Studium der sorgfältig ausgearbeiteten Werke 
angewiesen war, musste ein empfindlicher Rückgang ein- 
treten. Die geometrische Darstellung der Algebra ist 
nämlich nicht leicht zu lesen. Das wird verständlich, 
wenn man festhält, dass Text und Figur bis ^ 
einem gewissen Grade jeder für sich auftreten müssen, 
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also während des Studiums von dem einen zum 
.deren hin und her fahren tnuse. 

Zu diesen formellen Schwächen kam nun noch eine 
dere, die wii' schon oft genannt haben und die im 
fsentlichen den Inhalt selbst betraf. Die griechischen 
athematiker hatten ihre wisse nschattliche Würde bo 
)ch gehalten, dass sie aus ihren Hauptwerken alles aus- 
hloeaen, was ihnen nicht vollkommen exakt erschien. 
idurch wurde», wie wir namentlich gesehen haben, als 
X über das Ausziehen der Quadratwurzel sprachen, wirk- 
>he numerische Berechnungen, die in der Regei nur 
ae Annäherung geben konnten, ausgeschlossen und der 
;niger hoch geachteten Logistik zugewiesen. Damit liess 
an zugleich die pi-aktischen Anwendungen fahren, die 
in Mathematikern hätten neue Impulse geben und das 
iteresse für die Wissenschaft in den Zeiten hätten wach- 
ilten können, wo der Bück für den Wert der Wissenschaft 
Ibst nicht mehr vorhanden war. 

Die schädlichen Folgen dieser Vernachlässigung der 
awendungen der Mathematik treten vielleicht am deut- 
ihsten hervor, wenn man ihnen die nützlichen Folgen 
Igen überstellt, die sich dadurch ergaben, dass man sich 
ich einzelnen Richtungen hin eolcher Vernachlässigung 
cht schuldig machte. Wir haben soeben gesehen, dass 
e Anwendungen auf die Astronomie die Ent Wickelung 
!r berechnenden Geometrie fortdauern liessen, nachdem 
n übrigen ein Stillstand eingetreten war. Zugleich sahen 
ir, dass man in Verbindung hiermit fortfuhr bedeutende 
ortBchritte in der Ausführung praktischer Berechnungen 
1 machen. Dadurch entstand eine Vertrautheit mit den 
ihlen, die sicherlich dazu beigetragen hat, die Arith- 
etik über den von den älteren griechischen Mathema- 
tem erreichten Standpunkt eo weit hinaus zu entwickeln, 
! sie uns bei Diophant entgegentritt. 

16 
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29. Die spätere griechische Arithmetik; Diophant. 

Die allgemeine wissenschaftliche Grundlage für die 
griechische Arithmetik haben wir aus dem 7ten— 9teß 
Buche Euklids kennen gelernt. Wenn nun auch diese 
Grundlage nicht den Umfang und die wissenschaftliche 
Sicherheit besitzt wie der in den übrigen Büchern gelegte 
Grund für die Geometrie und die in geometrischer Forffl 
gegebene allgemeine Grössenlehre, so ist dennoch dieselbe 
allgemeine Form beibehalten. Obgleich die Rede von 
Zahlen ist, werden die Sätze nicht durch Zahlenbeispiele 
verdeutlicht. Ohne die Behandlung vieler solcher Zahlen- 
beispiele kann die allgemeine Theorie jedoch nicht ent- 
standen sein. So haben die Pythagoreer sicherUch bereits 
viele Beispiele für die sogenannten vollkommenen Zahlen 
gekannt. Über verschiedene andere Zahlenformen, nament- 
lich die Polygonalzahlen, mit denen man "sich frühzeitig 
beschäftigte, haben wir bereits gesprochen, als wir die 
geometrische Arithmetik schilderten. Derartige Unter- 
suchungen sind sicherlich in früheren Zeiten mit der 
praktischen Ausrechnung solcher Zahlen verbunden ^ 
wesen. Endlich haben wir gesehen, dass eine Klasse vo^ 
zahlentheoretischen Untersuchungen frühzeitig die Auf- 
merksamkeit auf sich zog, nämlich solche, die die An- 
wendung der allgemeinen Lösungen der Gleichungen zweiten 
Grades auf numerische Gleichungen betrafen. Man unter- 
suchte die Bedingungen dafür, dass Zusammensetzungen 
von Zahlen zu rationalen Auflösungen der quadratischen 
Gleichungen führten, also die Bedingungen dafür, dass 
gewisse Zahlengebilde Quadrate werden. Das muss iü 
der Regel bei der Behandlung solcher Gleichungen ge- 
schehen, die wir jetzt unbestimmte Gleichungen zweiten 
Grades nennen. Wir haben auch gesehen, dass diese 
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Wir sehen also, dass Nikomachus, dem wir nament- 
lich unser Wissen von der Bekanntschaft der Alten mit 
figurierten Zahlen verdanken, nicht nur mit Bezug auf 
die Polygonalzahlen, sondern auch auf die Pyramidalzahlen 
auf dem weiter bauen konnte, was von den Zeiten der 
grossen Mathematiker her bereits vorlag. Neben der Lehre 
von diesen Zahlen findet sich bei ihm eine Beobachtung, 
die eine Fortsetzung des bereits den Pythagoreem be- 
kannten Satzes über die Bildung der Quadratzahlen aus 
Summen der ersten ungeraden Zahlen darstellt. Diese 
besteht darin, dass sich auch jede Kubikzahl als Summe 
von aufeinander folgenden ungeraden Zahlen darstellen 
lässt. Der in der Formel 

n3 = (n2 — n 4 1) + (/i^ — n + 8) + . . . + (n« + n — 1) 

ausgedrückte allgemeine Satz scheint dem Nikomachus 
jedoch nicht vollständig bekannt gewesen zu sein. 

In Verbindung hiermit sei noch angeführt, dass wir 
durch einen viel jüngeren römischen Schriftsteller wissen, 
dass man im Altertum die ersten Kubikzahlen hat sum- 
mieren können, also gewusst hat, dass 

Dieses Resultat kann aus dem oben genannten abgeleitet 
worden sein. Bei einem arabischen Schriftsteller findet 
sich jedoch ein anderer Beweis, der durch seine geome- 
trische Form griechischen Ursprung verrät, und der gleich- 
zeitig zu dem Satze bei Nikomachus und zur Summa- 
tion der Kubikzahlen geführt haben kann. Dieser lässt 
sich in der Sprache der jetzigen Algebra folgendermassen 
wiedergeben: 
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(1 + 2 + .. . + «)•-(! 4-2 + ... + « 



zugleich ist aber zu beachten, dass die Differenz zwischen 
den beiden Quadraten nach gewöhnlicher griechischer 
Weise als ein Gnomon dargestellt wird, der hier aus 
den beiden Rechtecken 

n(l + 2+... + ») = »ili+'! 

und n(l+2 + ... + n-l) = «i'.5ril) 

besteht. 

Bis gegen 300 n. Chr. finden sieh jedoch nur zer- 
streute Beiträge zu einer weiteren Eiitwickelung der in 
den besten Zeiten der Geometrie bekannten Arithmetik, 
und seihet von diesen Beiträgen wissen wir nicht, wie 
früh das Mitgeteilte bekannt gewesen ist. Erst bei Dio- 
phant von Alexandria begegnen wir etwas Neuem von 
grösserem allgemeinem Interesse. Sein überliefertes 'arith- 
metisches Werk zeigt uns Seiten der giiechischen Mathe- 
matik, von denen wir in den uns erhaltenen Schriften 
der älteren Mathematiker nur die ersten und undeutlichen 
Anfänge haben kennen lernen. Allerdings ist die theo- 
retische Grundlage dieses Werkes dieselbe, die wir bei 
Euklid gefunden haben, und freilich fällt das Ziel von 
Diophants interessanten Untersuchungen zusammen mit 
dem früher erwähnten, aus älteren Zeiten stammenden 
Bestrehen irrationale Grössen zu vermeiden; aber diese 
Untersuchungen werden von ihm in einem bis dahin un- 
bekannten Umfange vorgenommen. Diese befähigen ihn 
Beispiele für bestimmte Aufgaben aufzustellen, die unter 
stark variierenden Formen zu Gleichungen mit rationalen 
LOsmigen führen, und sie bringen ihn namentlich dahin^ 
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zahlreiche unbestimmte Aufgaben zu stellen, bei deiieu 
68 darauf ankommt rationale LöBuiigen zu finden. In 
seiner ganzen Darstellung findet sich fem er gegenüber 
den älteren überlieferten Darstellungen der groeae Unter- 
schied, dasB er beetänctig nur Bpecielle Zahlenauf gaben 
behandelt und nur die zu diesen gehörenden Zahlenopers- 
tionen mitteilt, ohne allgemeine Sätze aufzustellen. Da 
bei ihm nicht nur die gegebenen Zahlen rational Bind, 
sondern auch die gesuchten rational sein aollen, so bedarf 
er der geometrischen Darstellung keineswegs in deaiBeiben 
Maasse wie sie bei solchen Untersuchungen notwendig 
ist, deren Resultate auf beliebige Grössen anwendbar Beic 
sollen, einerlei ob diese sich durch Zahlen (d. h. ratio- 
nale Zahlen) darstellen lassen, oder nicht. Er benuBi 
wohl die von der geometrischen Darstellung entlehnten 
Benennungen, wie Rechteck für Produkt, aber daae die 
behandelten Grössen doch nur Zahlen sind, das geht z. B. 
daraus hervor, dass die geometrische Homogenität nicht 
aufrecht erhalten wird; so wird bei ihm ohne weiteres 
eine Seite zu einer Fläche addiert. 

Diophant legt sogar so wenig Gewicht auf formelle 
Allgemeingültigkeit, dasa er durehgehends, wenn in einer 
Aufgabe im allgemeinen gesagt wird, dass eine gewisse 
Zahl einen gegebenen Wert haben soll, dieser sofort einen 
bestimmten Wert beilegt; mit diesem rechnet er dann 
zunächst, so dass die vorgelegte allgemeine Aufgabe nur 
inBofern gelöst wird, als man aus dem gewählten Beispiel 
schlieesen kann, wie man im allgemeinen zu verfahren 
hat. Dass dies sein wirklicher Zweck ist, und dass er 
nur aus Mangel an einem Zeichen für eine bekannte 
aber beliebige Zahl dahingebracht ist diesen bestimmten 
Wert einzuführen, das erkennt man daraus, daas er in 
solchen Fällen, wo sich nicht jede Zahl benutzen läsflt, 
dies ausdrücklich in einem Diorismus zu der betreSeudeu 
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Aufgabe auseinandersetzt ^ Die Einführung eines bestimmten 
Wertes wendet Diophant auch oft versuchsweise bei der 
betreffenden Unbekannten an. Wenn es sich dann zeigt, 
dass dieser nicht passt, so kann er, wenn er dem Gange 
der vorgenommenen Rechnungen folgt, erkennen, welche 
Änderung des versuchsweise angenommenen Wertes wirk- 
üch zu der gegebenen Form oder dem gegebenen Werte 
einer anderen Grösse führen würde. Die Regel des fal- 
zten Ansatzes (regtUa falsi), die wir bereits bei den 
Ägyptern getroffen haben, ist eine sehr einfache Anwen- 
i^ng dieser Methode, aber Diophant wendet sie in weit 
Daehr verwickelten Fällen an. 

Bei den Rechnungen vor- und rückwärts, die solche 
•^©rauche erfordern, bedarf es grosser Fertigkeit im Um- 
sehen mit Zahlen und im Überblicken der mit diesen 
^^igenommenen Operationen. Eine solche Fertigkeit legt 
^ophant auch vor allem an den Tag im Gegensatz zu 
^^xn, was in den überlieferten Arbeiten der alten griechi- 
®^ten Mathematiker vorliegt. Diese unmittelbare Fertig- 
^it reicht indessen nicht überall aus. Da die geome- 
^sche Darstellung fortgefallen war, so bedurfte es anderer 
"T^ittel um eine unbekannte Grösse und einfache Funk- 
^^Uen von ihr festzuhalten. Das erreicht Diophant 
^^ch eine algebraische Zeichensprache. Ist diese 
^<ili nur noch eine Abkürzung der Worte der Schrift- 
P^ache und keinesw^s zu einem wirklichen Organ für 
^^ algebraischen Operationen bestimmt, so dient sie doch 
^ dem, was man zuallererst von einer Zeichensprache 



^ Der allgemeinere Überblick, den Diophant so, wie sich 
^^igt, an manchen Stellen gehabt hat, wo er sofort bestimmte 
Wahlen einf&hrt, wird in den Anmerkungen zu Wertheims neuer 

deutscher Ausgabe durch Einführung von allgemeinen Bezeichnungen 

^ diese Zahlen deutlich gemacht. 
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1 muss: einen rascheren und bequemeren "Über- 
blick zu gewähren, ala man ihn durch eine Darstellong 
in Worten erhalten kann. 

Die Unbekannte wird diu-ch den BuchBtaben c be- 
zeichnet, der gewählt werden mußste, weil er allein keine 
bestimmte Bedeutung als Zahl hatt«. Ihre Potenzen bis 
ziir sechsten hinauf werden durch Abkürzungen der grie- 
chischen Wörter für Quadrat u. a. w, bezeichnet, und 
ähnliche Bezeichnungen werden für Brüche gebraucht mit 
dem Zähler 1 und diesen Grössen als Nennern. So e> 
geben sieh Bezeichnungen für 



1 a; 1 ^ t 



, x^, ' 



ausser einer besonderen Bezeichnung für Einer (also für x'^). 
Mehrgiiedrige Grössen, die aus den hier genannten und 
mit Zahlenkoefficienten multiplicierten Grössen zusammen- 
gesetzt Bind, lassen sich dadurch auf eine leicht übersicht- 
liche Weise aufschreiben, indem man die zu addierenden 
Glieder unmittelbar neben einander setzt und ein unigs- 
kehrtee yr wie unser Minuszeichen gebraucht, und einander 
gleich setzen. Es werden bestimmte Regeln für die Multi- 
plikation der oben genannten Foteraen gegeben, und da- 
durch lassen sich wieder mehi^liedrige Grössen niultipü- 
eieren. Gleiehfalls versteht Diophant aus Gleichungen 
neue Gleichungen dadurch zu bilden, daes er Glieder, 
Faktoren und Divisoren von der einen der beiden gleichen 
Grössen zu der anderen binüberbringt. 

Ein wesentlicher übalstand bei dieser Zeichensprache 
liegt darin, dass es nur ein Zeichen für eine einzige Un- 
bekannte giebt und daneben wieder besondere Zeichen 
für deren verschiedene Potenzen, Eine Erweiterung auf 
zwei Unbekannte wüi-de eben, weil die letzten Zeichen 
besondere sind, 12 neue Zeichen erfordern, und an solche 
ist gar nicht gedacht worden. Indessen giebt, wie es so 
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oft za geschehen pflegt, die Mangelhaftigkeit des Werk- 
zeuges Gelegenheit personliche Fertigkeit zu zeigen. Solche 
Fertigkeit legt Diophant an den Tag, nicht nur durch 
Benutzung der oben angeführten Vereuchewerte für die 
Unbekannten, die er nicht benennen kann, sondern auch 
auf andere Weise. Wenn in einer Au^be mehrere un- 
bekannte Grössen vorkommen, die nach verschied eneu 
Angaben bestimmt werden sollen, so wählt er unter diesen 
Unbekannten diejenige, worauf er seine Bezeichnung — 
die wir hier x nennen wollen — anwenden will, so, dass 
er von Anfang an die übrigen durch diese ausgedruckt 
erbalten kann. Zugleich muss angeführt werden, dass 
die Bezeichnungen nicht die ganze Aufgabe hindurch fest- 
gehalten werden. So kann eine Unbekannte da sein, die 
von Anfang an x genannt wird, in den folgenden Zwischeu- 
rechntmgen kann eine zweite und dritte ebenso genannt 
werden, und wenn man nach der Bestimmung von diesen 
wieder zu der Hauptaufgabe ztuückkehrt, so wird die 
erste Unbekannte wieder ebenso genannt. Aus diesen 
Bemerkungen ergiebt sich, dass Diophant im wesent- 
lichen dasjen^, was wir Eliminationen nennen, im Kopf 
ausführen und in Worten darstellen musste; aber gerade 
dadurch erhielt er Übung darin seine Unbekannten so zu 
wählen, dass die Elimination so einfach wie mögUcli 
wurde. 

Man könnte glauben, dass das Fehlen von mehr Be- 
zeichnungen für die Unbekannten besondere Unzuträglieh- 
keiten für die unbestimmten Aufgaben mit sich führen 
würde. Das ist jedoch nicht der Fall, denn diese lauten 
gewöhnlich darauf hinaus, dase eine zusammengesetzte 
Grösse ein Quadrat sein soll oder dergleichen. Für die 
Quadratwurzel u. a. w. hieraus bedarf es dann keiner 
besonderen Bezeichnung. 
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Diese unbestimmten Aufgaben, für die rationale 
Lösungen gesucht werden, verdienen die grösste Aufmerk- 
samkeit in Diophants arithmetischer Arbeit. In der 
Regel betrachtet er es jedoch nur als seine Sache eine 
einzige Lösung der Aufgabe zu finden, und nicht eine 
solche allgemeine Lösung, in der alle möglichen einzelnen 
Lösungen einbegriffen sind. Auf diese Beschränkung darf 
man jedoch kein zu einseitiges Gewicht legen, wenn man 
recht verstehen will, was Diophant mitzuteilen hat. Sie 
beruht nämlich in der Regel darauf, dass er auch hier 
den Hülfsgrössen, durch welche die Aufgabe gelöst wird, 
sofort bestimmte Werte beilegt; er hat dann aber hier 
ebenso gut wie in den früheren Fällen sehen können, 
dass man auch andere Werte der Hülfsgrössen hätte be- 
nutzen können. Dies ausdrücklich zu erkennen zu geben 
findet er Gelegenheit, wenn eine auf eine gewisse Weise 
gebildete Grösse zu gleicher Zeit ein Quadrat sein und 
noch eine andere Bedingung erfüllen soll. Da genügt es 
nicht, der Hülfsgrösse, die sie zu einem Quadrat machen 
soll, einen bestimmten Wert zu geben; diese wird dagegen 
selbst eine unbekannte Grösse a?, und durch diese muss 
Diophant dann im allgemeinen die ursprünglich gesuchten 
Grössen ausdrücken, um hinterher x durch die zweite g^ 
gebene Bedingung zu bestimmen. 

Von den unbestimmten Gleichungen, zu deren Lösung 
Diophant Grelegenheit erhält, gehören eine grosse Meng^ 
unter die Formen 

y^=a^x^-\-hx-\-c (1) 

und y^=ax^ -\-hx+c^. (2) 

Die erste wird, indem wir, um die Darstellung abzukürzen, 
die jetzige Zeichensprache zu Hülfe nehmen, dadurch ge* 
löst, dass man y = ax-\-z setzt, die letzte dadurch, dass 
mar " + € setzt; danach lässt sich x leicht rational 
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durch i ausdrücken, und i kann seinerBeits alle rationalen 
Werte annehmen (nur dürfen diese keine Grösse negativ 
machen). Man sieht, dass die angewandten Substitutionen 
dieselben sind, die jetzt benutzt werdeu um irrationale 
Difierentiale rational zu maciien. 

Auf die letzte der angeführten Gleichungaformen 
lassen sich die zusammengehörigen Gleichungen, oder 
wie Diopbant sagt «die doppelte Gleichung» 






(3) 



zurückführen. Ja das letzte Glied braucht nicht eimnal 
in beiden Gleichungen dasselbe zu sein, wenn ea nur eine 
Quadratzahl ist; denn dann kann man es dahin bringen, 
dass es denselben Wert erhält, indem man die eine Glei- 
chung mit einem Quadrat multipli eiert. Der Einfachheit 
wegen haben wir angenommen, dass dies bereits geschehen 
Bei. Durch Subtraktion der Gleichungen erhält man, 
wenn man zugleich as durch x ausdrückt, 



-('■ 



-*■)= 



-[•-b)(.+b). 



Setzt man hierin i^i^ b, so erhält man 
2(1 



y'=-'' + - 



-t+b 





I Durch andere ähnüche Kunstgriffe hat Diöphant 

auch gewusst wenigstens einzelne rationale Lösungen von 
anderen zusammengehörigen Gleichungen zu finden, die 

» , in den Formen 

K (,2 = 0^* -f &3;-(-e, I 



(4) 
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einbegriffen sind, jedoch nur von solchen, bei denen 
gleichzeitig c und /, oder a und d Quadratzahlen sind. 
Da wir wie erwähnt nur durch die Behandlung einer 
Reihe einzelner Aufgaben erfahren, wie Diophant im 
ganzen verfährt, so wird es zweckmässig sein ein Beispiel 
von einer solchen Aufgabe und ihrer Behandlung zu geben. 
In der 6ten Aufgabe des 6ten Buches wird ein solches 
rechtwinkeliges Dreieck gesucht, dass die Summe aus dem 
Inhalt und einer Seite, ausgedrückt in (rationalen) Zahlen, 
eine gegebene Zahl ist. Um es deutlich zu machen, wo 
Diophant seine Zeichensprache gebraucht und wo nicht, 
wollen wir bei der Wiedergabe x und x^ statt Diophants 
eigenen Zeichen schreiben, während die übrigen Buch- 
staben Zahlen ausdrücken, von denen Diophant in ge- 
wöhnlichen Worten spricht. Die Aufgabe läuft dann dar- 
auf hinaus rationale Werte von A^ B und C zu finden, 
die den Gleichungen 

A^-\-B^ = C2 
und i^ AB ^ A = a, 

wo a eine gegebene Zahl bedeutet, genügep. Dieser Zahl 
a giebt Diophant jedoch sofort den Wert 7. Versuchs- 
weise wird darauf A = 3a?, jB = 4a?, C=:5a? gesetzt, 
wodurch der ersten gegebenen Gleichung genügt wird. 
Die zweite liefert dann 

6a?2-f 3a? = 7. 

Die Bedingung dafür, dass diese Gleichung rationale Wur- 
zeln haben soll, ist die, dass | + ö . 7 quadratisch ist. 
Das ist zwar nicht der Fall, aber die Rechnung mit den 
bestimmten Zahlen hat Diophant Gelegenheit gegeben 
zu sehen, wie diejenige Grösse, die ein Quadrat sein soll, 
aus Grössen zusammengesetzt ist, die den Seiten des Drei- 
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ecke propartioDal Bind. £r erreicht h\»o dasselbe, wa$ 
'wir erreieben würdeiiL, indem wir 

A=ax^ B^=ßx, C^yx 

setzen, nimücih dasB die Bedingung, 

c* a ß 

' -^ 1 = einem Quadrat, 



ilie Bedingung für rationale Lösungen ist. 

Da es nur auf das Verhahniis der Seiten ankommt, 
eo kann man hier a = l setsen. Diopbant wählt dar- 
auf vorläufig ß kot Unbekannten x, nnd als Eigebnis ans 
den versuchweise gewählten Werten erhalt er dann, dass 

l+14x = /)«. 

l^ach der ersten gegebenen Gleichung soll zugleich 

sein. Diese zusammei^hörigen Gleichungen gehören unter 
die oben angeführte allgemeine Form (4). Nachdem Dio- 
pbant hieraus die Gleichung 

x{x — 14) = E^—D^ 

abgeleitet hat, schliesst er, offenbar dadurch, dass er die 
rechte Seite in Faktoren zerlegt und 

E+D = x, E—D = x—14: 

setzt, dass D die halbe Differenz der Faktoren oder gleich 
7 ist, und danach wird x=*t>. 

Dieser letzte Wert stellt das Verhältnis zwischen den 
Katheten dar. Indem darauf Diopbant x eine ähnliche 
Bedeutung annehmen lässt wie ursprünglich, setzt er in 
die zweite gegebene Gleichung 

A = 7x, B=2ix 

ein; daraus ergiebt sich 
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7.12ar« + 7a? = 7, 
woraus a? = i, A = |, B=ß und C=^. 

Um eine deutlichere Vorstellung von Diophants 
zahlreichen Aufgaben zu geben, wollen wir noch aufs 
Geratewohl ein paar Beispiele auswählen und kurze An- 
gaben aus seinen Lösungen hinzufügen. 

n, 20. Drei Quadratzahlen von der Beschaftenheit 
zu finden, dass die Differenz zwischen der grössten und 
mittleren in einem gegebenen Verhältnis zu der Differenz 
zwischen der mittleren und kleinsten steht. — Nennt 
man die kleinste a?^, die mittlere («+ öt)^, so wird die 
grösste 

(a? i-a^^ + m [(a? -f a)^ — a?«]. 

Dass diese ein Quadrat sein soll, wird durch eine Glei- 
chung der oben angeführten Form (1) ausgedrückt. Dio- 
phant begnügt sich mit m = 3 und a=l. 

in, 2. Drei Zahlen von solcher Beschaffenheit zu 
finden, dass das Quadrat ihrer Summe neue Quadrate 
giebt, wenn man jede der Zahlen dazu addiert. — Dio- 
phant lässt die Summe a? sein. Die Bedingungen sind 
dann erfüllt, wenn die Zahlen (a^ — l)a?^, {b^ — 1)^?^ 
und (c^ — l)a?2 sind, und wenn 

(a2 _ l)a?2 + (^,2 _ 1) a;2 + (c« — l)a?« =a?, 

woraus sich ein rationaler Ausdruck für x ergiebt. Dio- 
phant nimmt für a, b und c nur die Werte 2, 3 und 4. 
IV, 27. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, 
dass ihr Produkt, vermehrt um jede der Zahlen, ein Kubus 
wird. — Diophant setzt die erste Zahl gleich a^x (und 
wählt für a den Wert 2), die zweite gleich a?« — 1, wo- 
durch die eine Bedingung unmittelbar erfüllt wird. Nun 
soll aber noch 

y^ = a^x^-\-x^ — a^ X — 1 
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die anbestimmten qnadratücbeo Gidebongeo (1) tmd (2) 
gelöst werden, wird diese knbiacfae dadon^ gdört, daaa 
y = ax — 1 gesetzt wird ; diidnrcb ecgidit sich eine Glei- 
chung ersten Grades zur Besttmniang tod x. 

Wir wollen noch enrähoen, da» einzelne AufgaWn 
Diophant Gelegenheit geben, seine Bekanntschaft mit 
gewissen zahlen theoretischen ^txea xa zeigen, eo mit dem 
SaUe, dafis eine Zahl von der Form («' 4- **) (c* + d') 
dch auf zwei Arten in die Samme von zwei Quadraten 
zerlegen lässt, nämlich 

iac:^bd)^ -f-{ad+6c)'. 

Und mit dem anderen, dase eine Zahl von der Form 
4n-\- 3 eich auf keine Weise in eine Summe von zwei 
Quadraten zerlegen lässt. 

Die angeführten Beispiele werden gezeigt haben, dass 

Diophant nur rationale (und selbstveretändlich positive) 
X-öBimgen sucht, aber nicht eben Lösungen in ganzen 
Zahlen. Eb beruht deshalb auf einem Irrtum, wenn 
man unbestimmte Gleichungen ersten Grades, die eich 
durch ganze Zahlen sollen losen lassen, «diophantische 
Gleichungen» genannt hat. Unbestimmte Gleichungen 
ersten Grades finden sich allerdings bei Diophant; aber 
er trägt nur Sorge dafür anzugeben, wie die eine Uniie- 
iannte durch die andere ausgedrückt wird, da die Ratio- 
nalität von dieser diejenige der anderen mit sich bringt. 
Diese Aufgaben wurden für den Herausgeher Diophanta 
im l7ten Jahrhundert, Bachet de Meziriac, die Veran- 
lassung, selbständig die Frage nach ganzen Auflösungen 
zu stellen und diese Aufgabe zn lösen. Sie war jedoch 
schon früher von indischen Schriftstellern gelöst, 
Bachet nicht wusste. 
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Nun erhebt sich die Frage, wieviel von Diophanti 
Arbeit von ihm eelbet herrührt, und wie alt das übrige 
ist. Um dies zu beantworten hat man nicht viele An^ 
haltspunkte. Wir haben hervorgehoben, dass man berate 
zu der Zeit, wo die übrige griechische Mathematik ent 
stand, einzelne Aufgaben von derselben Natur behaadelt 
hat wie diejenigen, die Diophant beschäftigen. DsM 
uns in den überlieferten Schriften nicht mehr entgegen- 
treten, läset sich sehr wohl durch den Umstand erklären, 
dass sie nach der Natur dieser Schriften nicht in sie hin- 
ein gehörten. Indessen glaube ich nicht, dass viele von 
Diopbants Aufgaben aus dieser Zeit herstammen. Denn 
wir haben nicht den Eindruck erhalten können, daes die 
älteren griechischen Mathematiker die Rechenfertigkeit he- 
Sassen, die uns bei Diophant entgegentritt. Aui der 
anderen Seite rührt eine so grosse Sammlung verschieden 
gearteter Aufgaben, wie diejenige des Diophant, sicher- 
lieb nicht von einem einzelnen Manne her. Deshalb li^ 
die Annahme am nächsten, dass die Bildung dieser Auf- 
gaben auf einem sehr frühen Standpunkt begonnen hal, 
wahrscheinhch gleich nnch der Entdeckung der irratii'- 
nalen Grössen, und sich dann über die Zeit hinaus, "" 
sonst die Entwickeluug der griechischen Mathematik !'■ 
Stillstand geraten war, fortgesetzt hat, vielleicht bis lU 
Diophant lünauf, der in dieser Beziehung recht wnhl 
grosse persönUche Verdienste gehabt haben kann. Dass 
eine solche Fortsetzung der Entwickelung bei einem eii' 
zelnen Zweige der Mathematik hat stattfinden könne'; 
kann darauf beruhen, dass die hierfür wichtige Rechtu 
fertigkeit sich nach und nach entwickelt hat, teils wegn. 
der Bedürfnisse der Astronomie und teils durch Berüli 
rung mit einem anderen Volke, den Indern. Mit diesen 
trat namentlich Alexandria durch seinen Handel in Ver 
bindung. Wie wir sehen werden besaesen nämlich ili'- 
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iider auch bevor sie das Positioiissystem, d. h. die jetzt 
gebräuchliche Art Zahlen zu scbreiheii, erfunden hatten, 
eine groese Fertigkeit darin Zahlen zu benennen, darzu- 
Htellen und mit ihnen zu rechnen. Dieae Fertigkeit konnte 
besonders durch die Handelaverbindungen den Griechen 
übermittelt werden, die damals noch einen Teil der mathe- 
matischen Bedingungen für ihre Benutzung beaassen. Als 
Gegengabe haben die Inder dann bei derselben Berührung 
einen Teil der mathematischen Resultate der Griechen 
empfangen. Diese haben die Inder, wie wir gleichfalls 
sehen werden, zu benutzen verstanden, namentlich da, 
wo sie sich in Zahlen opei'alionen umsetzen hessen, aber 
ohne dass sie jemals verstanden hätten in die strengen 
theoretischen Begründungen der Griechen einzudringen. 

Was im besonderen Diophants Zeichensprache 
betrifft, die teilweise von derjenigen abweicht, die wir bei 
viel jüngeren indischen Schriftstellern, deren Arbeiten 
\ina erhalten sind, antreffen, so brauchen wir darin keine 
Entlehnung von Fremden zu sehen. Die Abkürzungen, 
die er benutzt, müssen sich von selbst darbieten, sobald 
xuan ohne Benutzung der älteren geometrischen Darstel- 
lung die nach uud nach gebildeten Zusammensetzungen 
von bekaimten und unbekanuten Zahlen anderen mitteilen, 
oder auch nur selbst festhalten will. Hat man sie ein- 
öial niedergeschiieben, so wird ihr gi'osser Nutzen als 
Mittel um Überblick zu gewinnen sich von selbst gezeigt 
liaben. Diophants Zeichensprache braucht also gar nicht 
durch eine successive Entwickeluug entstanden zu sein; 
sie kann sehr wohl von ihm selbst oder einem einzelnen 
^'orgänger herrähren. 

Endlich wollen wir bereits hier einen Blick auf die 
Bedeutung werfen, die Diophants Arbeiten später erlangt 
haben. Die numerische Beschaffenheit von Diophants 
bestimmten Gleichungen ersten und zweiten Grades musste 
17 
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sie denjenigen viel leichter zugänglich machen, die nicht 
von vornherein in die griechische Mathematik eingeweiht 
waren, und zwar leichter zugänglich als die abstrakten 
geometrischen Formen, in denen namentlich die Gleichun- 
gen zweiten Grades bei Euklid vorkonamen, und in 
denen diese und Gleichungen ersten Grades in den über- 
liefeii;en Schriften anderer geometrischer Schriftsteller an- 
gewandt werden. Deshalb war es im wesentlichen Dio- 
phant, von dem aus die griechische Algebra zu den Ara- 
bern verpflanzt wurde, von denen aus sie wieder beim 
Wiedererwachen der Wissenschaften in Europa hierher 
zurückkehrte. Wieviel Einfluss Diophants Behandlung 
der unbestimmten Gleichungen auf diejenige der Inder, 
die wir bald erwähnen werden, ausgeübt hat, weiss man 
nicht; arabische Schriftsteller haben in der von ihm an- 
gegebenen Richtung weiter gearbeitet, und in Europa 
nahmen zahlentheoretische Studien einen neuen Auf- 
schwung, als man solche nicht nur durch die Araber 
kennen lernte, sondern auch mit Diophants eigener 
Arbeit bekannt wurde. In dieser Beziehung genügt es 
daran zu erinnern, dass Fermat den Diophant sehr 
gründlich studiert hat. 




Wir wenden uns nun der indischeu Mathematik zu, die 
Q ganz anderen Riehtungen als die griechische einen 
ueserordentlichen Einfluas auf die Entwickelang der Mathe- 
aatik auageüht hat. Dieser Einüuss hat sich allerdings 
johl am meisten durch unmittelbare Mitteilung der in- 
iischen Rechenkunst geltend gemacht, und nur in geringem 
Jrade durch die Schriftsteller, die wir nun erwähnen 
Pollen. Immerhin sind es jedoch diese, denen wir die 
imnittel barste Kenntnis dessen verdanken, was die indi- 
chen Mathematiker überhaupt wussten und vermochten. 
Me Schriftsteller haben im Sanskiit geschrieben, einer 
äprache, die damals schon eine tote Sprache war, die 
iber von den Brahmanen bei religiösen und wisaenschaft- 
ichen Arbeiten angewandt wurde, ebenso wie später 
'on den Europäern das Lateinische. 

Die ältesten von diesen Schriftstellern geben geome- 
rische Regeln für die Anlage von Tempeln, die von ähn- 
icher Art sind wie die von den Harpedonapten im 
ilten Ägypten benutzten (S 12). In diesen Regeln treffen 
m mehrere Spuren der Beeinflussung durch die grie- 
ihieche Geometrie, namentlich einzelne solche Umfor- 
wir von der geonaetri sehen Algebra her 
LT 
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keunen. Im übrigen müsaeii wir bei den indischen Aalro- 
nomen die Kenntnis von denjenigen Seiten der indischen 
Mathematik Buchen, die durchgreifende Bedeutung erlangt 
haben. Diese Kenntnis wird entwickelt um der Astro- 
nomie zur Hülfe zu kommen, oder sie tritt gar nur 
gelegentlich innerhalb der Darstellung der Astronomie 
hervor. 

Das letzte gilt namentlich von einer Schrift Süryl 
Siddhänta aus dem 4ten oder ölen Jahrhundert n. Cht,. 
deren Verfasser nicht bekannt ist. Aryabhatta, ge- 
boren 476 n. Chr., hat in ein aatronomisches Werk 
einen mathematisclien Abschnitt mit aufgenommen. Von 
grösserer Bedeutung in mathematischer Beziehung sind 
das 12te und ISte Kapitel in einer grossen astronomischen 
Schrift von Brahmagupta, geb. 598. Eine vollständigere 
Kenntnis der Einzelheiten der indischen Mathematik er- 
halten wir durch die weit jüngeren beiden mathematischen 
Arbeiten des Bbäskara Acärya (des Gelehrten), geb. 
1114, welche die Tite! Lilävati (die Schöne) und Vija- 
ganita (Wurzelberechnung) tragen. Die erstere behandelt 
etwa das, was wir Rechenkunst und Arithmetik nennen, 
der Inhalt der zweiten entspricht so ziemhch unsere 
Algebra. Der Name des ersten dieser Werke ist wohl so 
zu verstehen, dass die Rechenkunst selbst, die in den 
Aufgaben in sehr poetischen Ausdrücken angeredet wird, 
die Schöne genannt wird. Diese Anrede stimmt gut t\i 
dem poetischen Schwung, den die Aufgaben oft haben, 
Übrigens giebt es eine Legende, nach der es die eigene 
Tochter ist, die Bbäskara durch die anziehenden 
Rechenaufgaben über eine bittere Enttäuschung trösten will. 

Wenn auch die Inder eine uralte Astronomie gehabt 
haben mögen, die sich vermutlich an die cbaldäische 
angeschlossen hat, so zeigt doch bereits Sötya Siddhänta 



le 

i 



1. Kurzer Überblick 



2til 



¥ 



hu» 



Bo starke BeeiufluBsiiufren entweder durch Ptolemäue 
pder durch altere griechische Astronomen, dass sicli die 
inöghcher weise urBprüngUch indischen Bestandteile nicht 
mehr ausscheiden lassen. Griechischer Einfiuss auf die 
indische Kultur — und umgekehrt — reicht gewiss zu- 
rück bis auf Alexanders Zug nach Indien, und hat sich 
fipäter fortgesetzt teils durch einzelne Kolonien, teüs durch 
die Handelsverbindungen, für die Alexandria ein Mittel- 
punkt war. Die den Griechen bekannten mathematischen 
Sätze und Operationen, die wir auch bei den Indern 
treffen, verdanken diese gewiss jenen, aber die Inder ent- 
wickeln darin Seiten, die eine sehr viel weiter gehende 
numerische Behandlung erfordern, als die Griechen bei 
ihrer streng theoretischen Behandlung jemals erreicht haben. 
Für eine solche Behandlung scheinen die Inder keinen 
Sinn gehabt zu haben, aber dafür waren sie auch voll- 
ständig frei von den Bedenken, welche die griechischen 
Mathematiker dahin brachten, die wirkliche Berechnung 
in Zahlen deshalb für geringer zu halten, weil sie oft 
nur zu einer Annäherung führt. Numerische Berechnung 
die dadurch erhaltene praktische Prüfung war im 

legenteil für die Inder das wirkliche Mittel sich Sätze 
und Methoden anzueignen, von deren eigentlicher Be- 
gründung sie die Bedeutung kaum vollständig verstanden. 
Jedenfalls geben sie solche Begründungen nicht in Worten 
wieder, sondern sie begnügen sieh damit zu zeichnen und 
dui'ch das Wort «Siebel» auf die Figur hinzuweisen, die 
■der wirklichen Beweisführung der Griechen zu Grunde lag. 
Von weit grösserer Bedeutung als die Entwickeiung, 

ie verschiedene Zweige der Mathematik durch die von 
"Äen Indern angewandte numerische Berechnung erfuhren, 
ist jedoch die Schreibung der Zahlen und die Rechen- 
kunst, die wir ihnen vei'danken. Es ist dieselbe Schrei- 
bung der Zahlen mit Stellenwert für die einzelneu Ziffern 




(«Poaitionssysteni»), die wir heutigeu Tages beuntzen, uod 
im wesentlichen dieselbe daran angeschlossene mecha- 
nische ÄuaführuHg der Berechnungen. Leider ist nur 
wenig darüber bekannt, wie dieses System sich gebildet 
hat, da die zur Vollendung des Systetnea dienende zehote 
Ziffer sich bereits in Sürya Siddhänta findet. Viel 
älter acheint das Positionssystem .jedoch nicht zu sein, 
wenn auch die neun ersten, eigenen Wert besitzenden 
Ziffern auf weit älteren Inschriften vorkommen. Etwas 
weitere Aufklärung über die frühere Behandlung der 
Zahlen bei den Indern läast eich jedoch insofern in da 
überlieferten Litteratur finden, als ältere Methoden Zahlen 
zu sehreiben oft beibehalten sind, entweder aus Pietät, 
oder wegen der besonderen Vorteile, die durch diese 
Methoden des Schreibens sich darboten; auf diese Weise 
aber kann man nur ein sehr unvollständiges Bild Ton 
*der Vorgeschichte des Position ssystemes bei den Indern 
erhalten. Diesem Mangel wollen wir dadurch etwas ab- 
ziihelten versuchen, dass wir der Darstellung des Positions- 
systemes bei den Indern einen ganz kurzen Überblick 
über dessen allgemeine Vorgeachichte als Einleitung 
voranschicken. Wenn wir in aller Allgemeinheit die 
Hülfsmittel erwähnen, deren man sich bei der Berechnung 
von Zahlen vor der Erfindung des Positionssystemes, oder 
doch bevor dieses an den betreffenden Stellen bekannt 
wurde, bediente, und wenn wir unter diesen die ziemlich 
dürftigen Mittel berühren, mit denen sich selbst di* 
Griechen begnügen muasten, so werden wir jedenlällB 
eine Vorstellung davon geben können, wie grosse Schwie- 
rigkeiten es verursacht hat zu diesem System zu gelangeu. 
Von wie grosser Bedeutung dieses System ist, keineswegs 
allein als Teil der Mathematik, sondern für die Menschheil 
in den alltäglichsten Dingen, bedarf keines nälieren 
Nachweises. 
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2. Zahlbenennung, Zatilbezeichnung und Zahlen- 
rechnen vor und bei den Indern. 

Wenn eine Mutter einen Apfel für jedes von ihren 
7 Kindern nehmen will, ao braucht sie die Zahl 7 nicht 
zu kennen. Ebenso wenig braucht eie zu wissen, daas 
2 . 7 ^ 14, um jedem Kinde zwei zu geben. Sie nimmt 
ganz einfach je einen oder zwei für Hans, Louise u. a, w. 
Sie kommt dem Zahlenbegriffe näher, wenn sie beachtet 
hat, dass sie im ersten Falle einen Apfel für jeden Finger 
der einen Hand und für den ersten und zweiten Finger 
der andern Hand nehmen muss. Die Finger, die nichts 
mit den Dingen zu thun haben, von denen hier ebenso 
kiele sein sollen, werden für sie dann nur Bezeichnungen 
■ die Anzahl von diesen. 

Dass die Völker sieb auf diesem Wege zum Zablen- 
Äe erhoben haben, geht daraus hervor, dass eie sich 
18t alle um grössere Zahlen zu benennen des Zehner-, 
infer- (zunächst wohl niu- als Durchgangsglied zum Zeh- 
■lersystem) oder Zwanzigersystemes bedienen. Diese sind, 
renn es auch lange Zeit gedauert haben mag, von selbst 
wirklichen Systemen geworden. Nachdem man alle 
äKnger durchgezählt hatte, oder weiter gegangen war und, 
nie ein Volk am Orinoco 20 ausdrückt, einen ganzen 
Ifenschen {d, h. Finger und Zehen) gezählt hatte, hat 
1 von vorne beginnen und dann darauf achten müssen, 
wie viele Zehner oder Zwanziger, und wie \iele Einer 
man über diese hinaus gezählt hatte. Dadurch sind die 
Zahlbildungen entstanden, die wir durch a-\- bx bezeichnen 
können, wo x die höhere Einheit, Zehner oder Zwanziger, 
bezeichnet. Wenn die Entwickelung und Benutzung der 
Zahlen so weit gekommen war, dass die Anzahl der 
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Zehner oder Zwanziger selbst 10 oder 20 überschritt, so 
hat man höhere potentielle Einheiten, 10^, 10^ . . ., 
oder wie die alten Azteken in Mexiko 20*, 20^ . . ., 
bilden und Zahlen von den Formen 

a-\- bx-\- cx^ + . . . 

darstellen müssen. 

Wie weit man gegangen ist, hat sieh dann nach 
dem Bedarf richten müssen. Die unbegrenzte Möglich- 
keit für die Bildung höherer Einheiten ist dagegen in 
der Regel erst auf einem mehr wissenschaftlichen Stand- 
punkte geltend gemacht worden, wie von Archimedes in 
der Sandrechnung. 

So sind die Zehner- und Zwanzigersysteme gebildet, 
das letztere zunächst wohl von Völkern, die immer, oder 
wie die Grönländer in ihrer Wohnung, nackt oder mit 
nackten Füssen gehen. Die deutlichen Spuren des Zwan- 
zigersystemes, die sich in mehreren europäischen Sprachen 
und nicht zum wenigsten im Dänischen finden, sind da- 
gegen späteren Ursprunges und wahrscheinlich dadurch 
entstanden, dass die grössere Einheit, das Stieg (20 Stück), 
in gewissen Fällen für Handel und Wandel bequem ge- 
wesen ist. Neben den hier genannten höheren Einheiten 
hat man bei der Einteilung von Münzen, Maassen und 
Gewichten oft andere benutzt, die sich aus mehr theore- 
tisch Gründen als bequemer erwiesen haben, wie 12=^ 
2^.3. Ein Beispiel für eine noch weiter gehende Rück- 
sichtnahme auf derartige Gründe ist das aus Babylonien 
stammende Sexagesimalsystem, das wir bereits erwähnt 
haben. 

Ausser Addition, Multiplikation und den ersten 
Potenzerhebungen, die, wenn auch unbewusst, diesen 
Zahlenbildungen zu Grunde liegen, hat man bei den 
Zahlenbenennungen auch Subtraktion benutzt, so wenn 
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n-de-ciginli heisst, im Sanskrit 
— 1) oder nur änammgati (d. h. 



19 im Lateinischen 
ekonatim<;aii (d. h. 2 
mangelhaft 20). 

Heute gebrauchen wir, sowohl um mit den so gebil- 
deten Zahlen zu rechnen als um sie aufzuschreiben, ein 
und dasselbe Hiilfsmittel, aber so ist es nicht immer 
gewesen. Zum augenblicklichen Festhalten der Zahlen, 
die beim Rechnen erforderlich waren, hat man zuerst 
dasselbe Hülfsmittel wie beim Zählen benutzen können, 
näraiich die Finger. Die verschiedenen Einheiten wurden 
bei einem afrikanischen Volke dadurch festgehalten, dass 
ein Mensch einen Finger in die Höhe halten musste für 
jede einfache Einheit, ein zweiter für jeden Zehner, ein 
dritter für jeden Hunderter; ein einzelner Mensch aber 
kann für denselben Zweck auf verschiedene Weise die 
Gheder der Finger verwenden (Fingerrechnung bei Griechen 
und Römern). Andere mechanische Hülfsmittel, die man 
au sehr verschiedenen Stellen der Erde angewandt hat 
und noch anwendet, die von den alten Griechen und 
Römern und im Mittelalter in Europa benutzt wurden, 
und die auch civilisierte Völkerschaften heute noch für 
besondere Zwecke (Berechnungen beim Kartenspiel) oder 
als Lehrmittel in Kinderschulen benutzen, sind Rechen- 
bretter, einfache Rechenmaschinen und Rechenpfennige. 
Auf den Rechenbrettern findet sich eine Einteilung in' 
Kolumnen füi- Einheiten derselben Art, deren Anzahl 
dann durch aufgelegte Steinchen oder andere Marken be- 
zeichnet wird. Auf den Maschinen, die in unserem 
Jahrhundert von asiatischen Völkern, die sie lange ge- 
braucht haben, nach Europa gekommen sind, sind die 
Kolumnen mit Saiten oder Stäben vertauscht, auf denen 
gich Kugeln oder dergleichen verschieben lassen. Jede 
Kolumne oder jeder Stab kann aus zwei Unterabteilungen 
bestehen, von denen die eine 4 oder Ö Marken zur 1 
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Zeichnung von Einheiten einer gewissen Art enthällt, die 
andere 1 oder 2 Marken zur Bezeichnung fünfmal 
so grosser Einheiten. Von Rechenpfennigen giebt es ver- 
schiedene Formen um Einheiten verschiedener Art zu 
bezeichnen. Dass diese Hülfsmittel sich benutzen lassen 
um einfache Rechnungen, Addition, Subtraktion und 
Multiplikation mit kleineren Zahlen auszuführen, erkennt 
man leicht, und deshalb wollen wir uns mit einer Unter- 
suchung darüber, wie man das an den verschiedenen 
Orten gemacht hat, nicht aufhalten. 

Man kommt unserem Zahlenrechnnen näher, wenn 
man die eingeteilten Kolumnen allerdings benutzt, aber 
statt Marken auf die Kolumnen zu legen Zahlzeichen für 
1 — 9 in sie hineinschreibt. Hierzu ist nicht nur die 
Kenntniss der Schreibkunst erforderlich, sondern auch, 
da man seine Marken nun nicht mehr mechanisch zu- 
sammenzählt, zugleich das Einüben von Tabellen (Eins 
und Eins, Einmaleins) oder die Benutzung geschriebener 
Tabellen. Man hat das Positionssystem, wenn man statt 
die im voraus gezeichneten Kolumnen zu benutzen, die 
geschriebenen ZifEern selbst diese Kolumnen bilden lässt. 
Dazu bedarf man eines Zeichens, das einen Platz aus- 
füllt ohne selbst irgend welchen Wert zu besitzen, nämlich 
0. Dass die Erfindung der Null nicht ganz von selbst 
kam, sieht man daraus, dass das Positionssystem so lange 
auf sich warten liess. Im übrigen hat sich ergeben, dass 
selbst, nachdem es gefunden war, eine gewisse Entwickelung 
dazu gehörte um es benutzen zu können. Nicht nur muss 
man, um ein System von Kolumnen gebrauchen zu können, 
worin die Zahlen hineingeschrieben werden, schreiben 
können und einige Tabellen (Eins und Eins, Einmaleins) 
gelernt haben, sondern man muss auch einigermassen 
zierlich und gleichmässig schreiben, damit die ZifEern auf 
ihren rechten Platz kommen, und man muss mehr im 
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Gedächtnie behalten, ale wenn man überachiessende Ein- 
heiten höherer Ordnung und so viele Ziffern, wie man 
will, in die im voraus gezeichneten Kolumnen hinein- 
schreiben kann. 

Mit Auenahme der beiden letzten haben die hier 
genannten Mittel keine Ansprüche an die Kenntnis der 
Öchreibkunet gemacht. Daaselbe lässt sich sogar von 
den ersten Entwickelungsatufen der Zahlen Schreibung selbst 
sagen, die nur in festen Marken statt der beweglichen 
Steine, Kugeln oder Rechenpfennige bestanden haben. 
Man hat, ganz so wie es jetat geschieht, wenn die Einer 
einzeln kommen, z. B. beim Stimpienzählen, für jeden 
Einer eine Marke abgesetzt. Man hat solche Marken in 
neue für 5 oder 10 zusammenfassen können, für die 
jedoch später selbständigere Marken entstanden sind, 
ebenso wie für die höheren Einheiten, Auf diese Art 
kommt man dann zu einer zusammenhängenden Zahl- 
bezeichnung wie diejenige der Römer war — um uns an 
ein wohlbekanntes Beispiel zu halten — . Es ist leicht 
zu begreifen, wie eine derartige Zahlen Schreibung ent- 
standen ist, und es würde leicht sein die Bedeutung 
einer solchen Zahlenschrift zu finden, selbst ohne irgend 
welche Anleitung empfangen zu haben. 

Die Griechen, die in älteren Zeiten, wie sich aus 
ten Inschriften ergiebt, die Zahlen auf ähnliche Weise 
schrieben hatten, benutzen in der uns überlieferten 
[tteratur vollkommen entgegengesetzte Principien für 
i Zahlenschreibung. Jede ganze Anzahl Einer, Zehner 
tid Hunderter hat nämüch ihren eigenen Buchstaben, 
[an schreibt 

für 1 2 3 ... 9 10 20 ... 100 200 .. , 
a ß y . . . ■& i X . . ■ Q o . . ; 
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dadurch wird beipsielsweise 

803==a>y, 83 = :7iy, 833a)Ay. 

Diese Bezeichnungsart scheint im ersten Augenblick 
ihres unsystematischen Charakters wegen ein Rückschritt 
zu sein. Nichts lässt erkennen, was gleichartig ist. So 
verraten die Zeichen j8, x, a durch nichts, dass man es 
mit gleichviel Einheiten verschiedener Art zu thun hat. 
Indessen sieht man, dass die Griechen eine Zahl viel 
kürzer darstellen als die Römer, und ihre Zahlbe- 
zeichnung darf nicht, selbst wenn sie das einzige wäre, 
was wir von den Griechen kennten, als Zeichen einer 
niedrigeren Entwickelungsstufe betrachtet werden. In 
unseren Tagen haben viele Sprachforscher die ältere An- 
sieht aufgegeben, dass es ein Zeichen für die hohe Ent- 
Wickelung einer Sprache sein solle, wenn sie wie die • 
lateinische durch vollständige Regeln alle Worte auf 
solche Formen und in solche Verbindungen mit einander 
bringt, dass derjenige, der noch keinen Begriff vom Zu- 
sammenhange hat, aus den Formen schliessen kann, wo- 
hin jedes Wort gehört, und sich so den Zusammenhang 
konstruieren kann. Etwas ganz ähnliches findet man 
in den Sprachen der am wenigsten entwickelten Völker. 
Jetzt dagegen sieht man die Vollkommenheit einer Sprache 
darin, dass sie mit so wenig Mitteln wie möglich, also 
mit der geringsten Mühe für den Sprechenden und den 
Hörenden ein vollkommenes Verständnis herstellt. Hierzu 
gehört, dass man (wie im Englischen) solche Hülfsmittel 
für die Beurteilung des Zusammenhanges zwischen den 
einzelnen Worten auslässt, die m Wirklichkeit überflüssig 
sind. Soll das Verständnis nicht verloren gehen, so 
wird dann allerdings eine genauere Kenntnis von der 
Sprache, z. B. von der Bedeutung der Wortstellung, ver- 
langt, wenn Missverständnisse unmöglich sein sollen; ist 
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aber diese Kenntnis vorhanden, so gelangt man viel 
xascber zum Verständnis, als wenn man sich den Zu- 
sammenhang durch Betrachtung der Übereinstimmung in 
OenuB, Numerus und Casus, konstruieren soll. Einen 
ahnlichen V^orteil gewälirte das Schreiben und Lesen der 
Zahlen bei den Griechen gegenüber der Weitläufig- 
keit der römischen Zahlen. Die Griechen konnten die 
Zahlen bis 1000 nicht nur ebenso kurz schreiben wie 
wir, sondern für den, der mit den Zeichen vertraut ist, 
fiind ihre Zahlen auch rascher zu lesen, als wenn man 
«ich durch eine römische Zahl hindurch zählen muss. 

Als Schriftzeichen für nicht zu grosse Zahlen dürften 
^e griechischen also sehr gut sein. Indessen waren 
diese Bezeichnungen, vermutlich weil man, wo es nötig 
war, nebenher mechanische Mittel für das Rechnen be- 
. nutzte, allzu ausschliesslich nur für die schriftliche Mit- 
feüung bestimmt. Um eine Zahlenschreibung zu erhalten, 
^e zugleich zweckmässig als Rechenmittel und brauchbar 
fe die Darstellung von unbegrenzten Zahlen war, musste 
^ftn auf dem betretenen Wege wieder umkehren. Für 
^^^ solche Zahlenschreibung war eine Vereinigung von 
griechischer Kürze mit römischer Durchsichtigkeit erfor- 
derlich. Einige Annäherung hieran zeigt eine Bezeichnung, 
'welche die Chinesen benutzen: die verschiedenen höheren 
Einheiten haben jede ihr besonderes Zeichen, und ihre 
Anzahl wird durch dieselben ZifEem angegeben, die die 
einfache Anzahl von Einem bezeichnen. Wenn wir die 
eigenen Zeichen der Chinesen mit einer Kombination 
der römischen und unserer Zahlzeichen vertauschen, so 
lässt sich die Anwendung dieses Systemes durch die fol- 
genden Bezeichnungen darstellen: 

833 = 8C3X3, 803 = 8C3, 83 = 8X3. 
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Einfacher wird das System, wenn man die Art der 
höheren Einheit durch hinzugefügte Marken angiebt, wie 

• • • • • • 

833 = 833, 803 = 83, 83 = 83. 

Kürze, Klarheit und Anwendbarkeit sind jedoch am 
besten im Positionssystem vereinigt. 

Nachdem wir hier an den am besten bekannten Bei- 
spielen erläutert haben, wie die Bildung von Zahlen im 
allgemeinen vor sich gegangen ist, und zugleich die 
Wege gezeigt haben, auf denen man zum Rechnen und 
zum Schreiben der Zahlen gelangt ist, wollen wir noch 
einen Blick auf das werfen, was wir in dieser Beziehung 
von den Indern vor der Erfindung des Positionssystemes 
besonderes wissen. 

Dass die Inder sich früh mit grossen Zahlen beschäf- 
tigt haben, ergiebt sich daraus, dass sie schon früh 
Namen für die decimalen Einheiten bis hinauf zu 10^^ 
gebildet haben. Altes Interesse für grosse Zahlen verrät 
sich femer dadurch, dass in Legenden von Buddha er- 
zählt wird, er habe derartige Namen bis hinauf zu 10^* 
gebildet, ja er habe Bildungen von noch höheren Zahlen 
beabsichtigt. Hieraus und aus der Neigung der Inder 
zu numerischen Übertreibung geht hervor, dass sie bereits 
von Alters her das besassen, wasArchimedes den Griechen 
erst in seiner Sandrechnung brachte. In ihren Benen- 
nungen für die decimalen Einheiten fehlt es allerdings 
an solchen Ruhepunkten, wie wir sie in Tausend, einer 
Million u. s. w. haben. Das ist ein Mangel an Systena; 
aber es ist doch, wie bei der Zahlenschreibung der Griechen, 
ein Zeichen von Entwickelung, dass man sich durch die 
vielen verschiedenen Bezeichnungen überhaupt verständlich 
machen konnte. Die bestimmte Absonderung jeder ein- 
zelnen decimalen Einheit weist im übrigen auf die 
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"rincipien hin, aus denen das Positionssystem hervor- 
;ehen sollte. Diese Princlpien finden sogar Anwendung 
«im Aussprechen von Zahlen. So wird an einer Stelle 
lie Zahl 1577917828 durch eine Miachimg von bildlichen 
Lusdiückeu für Zahlen und eigeDtlicbeu Zahlen, indem 
nit den Einem begonnen wird, dargestellt, durch Vasu 
i. i. eine Klasse von S Gottheiten), 2, 8, Berge (7) 
■"orm (1), Ziffera (nämlich die 9), 7, Berge, Mondtage 
15, d. i. ein halber Monat). Die letzte Bezeichnung ent- 
pricht einer zweiziffrigen mit 1 beginnenden Zahl, und 
lasselbe kann auch innerhalb einer auf ähnliche Weise 
UBammeugesetzten Zahl stattfinden. Das Hersagen der 
•ahl geschieht auf solche Weise rascher als bei uns, 
■"enn wir uns nicht auch etwa damit begnügen wollten, 
lie einzelnen Ziffern der Reihe nach zu nennen. Da- 
egen ergiebt sich die Miselichkeit, dass eine und die- 
elbe Zifier, hier beispielsweise sowohl 7 wie 8, verschiedene 
J^amen erhält. Das hängt indessen mit einem Hülfs- 
Qiltel zusammen, das angewandt wurde um sowohl Zahlen 
■Is auch mathematische Regeln im Gedächtnis zu behalten, 
'ämlich sie in Verse zu bringen, ein Mittel, das slcher- 
ich mit den poetischen Neigungen der Hindu in Ver- 
'indung stand, das aber auch praktischen Nutzen ge- 
währte. 

Das angeführte Beispiel findet sich allerdings bei 
Srahmagupta, als das Positionssyslem also schon längst 
'«kannt war; aber ihrer ganzen Beschaffe nlieit nach 
rwBS diese Art der Benennung, die für die verschiedenen 
•ahlen alte, nach Übereinkunft gebildete Namen voraue- 
etrt, alt sein. Da in der angeführten Zahl die Null 
Bhlt, so kann sogar dieses Beispiel selbst alt sein. 

Was die eigentliche Schreibung der Zahlen betrifft, 
o haben wir bereits bemerkt, daas die Benutzung der 9 
•iSern sich auf uralten Inschriften findet. Um hieraus 
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grössere Zahlen zusammenzusetzen kann man sich eines 
Verfahrens bedient haben, wie es sich bis vor kurzem 
auf Ceylon erhalten hat. Dieses besteht darin, dass man 
teils wie die Griechen die 9 Ziffern durch besondere 
Zeichen für 10, 20, 30 . . . 100 und demnächst .für 
1000 ergänzt, teils wie die Chinesen eine gewisse Anzahl 
von Hunderten dadurch bezeichnet, dass man die be- 
treffende Ziffer vor das Zeichen für 100 stellt, oder man 
kann auch dem Princip der Chinesen ganz gefolgt sein. 

A 

Ungefähr so wie diese verfährt nämlich noch Ary- 
abhatta. Er benutzt die Konsonanten um die Ziffern 
auszudrücken, und giebt durch einen hinzugefügten Vokal 
an, von welcher decimalen Einheit diese Anzahl genommen 
werden soll. So ist 

ga = 3, gi = 30, gu = 30000 u. s. w. 

Dadurch erreicht er eine hörbare Darstellung von Zahlen, 
die in Verse hinein passen kann. 

Die Arten des Verfahrens, welche die Inder für das 
Rechnen benutzten, bevor das eigentliche Positionssystem 
durch Einführung der Ziffer vollendet worden war, 
können sehr wohl denen geglichen haben, die man an- 
wandte, nachdem es zur Benutzung gelangt war; denn 
die Zahlenschreibung, deren man sich bediente, wird es 
jedenfalls deutlich gemacht haben, wieviele von jeder 
decimalen Einheit vorhanden waren. Unmittelbar können 
ßolche Arten des Verfahrens bei den uns überlieferten 
Schriftstellern benutzt worden sein, wo die Bedeutung 
der 9 Ziffern, die man hatte, durch ihren Platz in einem 
im voraus eingeteilten Rahmen angegeben wird, denn in 
«inem solchen erhält man durchaus keine notwendige Ver- 
wendung für das Zeichen 0. Das gilt z. B. von folgen- 
der Form für die Multiplikation von 12 . 735, die auch 
auf grössere Zahlen angewandt wurde: 
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Die Produkte der einzelnen Ziffern sind derartig in 
Einer und Zehner zerlegt, dass man hinterher nur das 
Zusanamenzählen in der Richtung der einen Diagonale 
der kleinen Quadrate vorzunehmen hat. 

Die an das Positionssystem angeschlossenen Kechen- 
regeln waren bei den Indern der Hauptsache nach die- 
selben, die noch heutigen Tages benutzt werden. Die 
Abweichungen davon hatten meist rein äussere Gründe. 
So hatte man Rechentafeln, die im Verhältnis zu den 
ziemlich grossen Ziffern, die man der Deutlichkeit wegen 
schreiben musste, nur klein waren; aber diese Ziffern 
Hessen sich leicht auslöschen und durch andere ersetzen. 
Aus diesem letzten Grunde stand dem nichts im Wege, 
von links nach rechts zu addieren und zu multiplicieren, 
wenn man nur beständig die bereits hingeschriebenen 
Ziffern durch Hinzufügen der überschiessenden Einheiten 
höherer Ordnung verbesserte. Bei Multiplikation mit 
einer mehrziffrigen Zahl begann man, wenn man tüchtig 
genug war um ein so umständliches Aufschreiben wie 
das eben angeführte entbehren zu können, damit, mit der 
höchsten Ziffer zu multiplicieren. Während man mit der 
nächsthöchsten multiplicierte, konnte man gleichzeitig 
das dadurch entstandene Partialprodukt zu dem bereits 
gebildeten addieren und dieses in die so gebildete Summe 
umändern u. s. w. Ausser Multiplikator und Multipli- 
kandus, welcher letztere beständig so verschoben \vurde, 

dass seine Einer ebensoweit nach rechts standen, wie 

18 
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die Einer des Partialproduktes, das gerade gebildet werden 
sollte, enthielt die Tafel also fortwährend nur eine Zahl, 
die durch Addition der bereits hergestellten Partialpro 
dukte gebildet war. 

Ein solches beständiges Auslöschen verlangt grosse 
Sicherheit, da man die Mittel um etwaige Fehler zu ent- 
decken beständig vernichtet. Man muss namentlich dar- 
auf bauen können, dass das Gedächtnis sowohl die augen- 
blicklich vorkomnenden Zahlen, als auch die Tabellen, 
die benutzt werden, festhält. Solche Tabellen werden 
heutigen Tages in Indien in grossem Umfange auswendig 
gelernt, und in alten Zeiten ist es sicher nicht weniger 
der Fall gewesen. Man lernt jetzt Multiplikationstabellen 
auswendig, deren einer Faktor eine von den Zahlen von 
1 bis 10 ist, der andere eine von den Zahlen von 1 bis 
30, ja bis .100, nebst den Brüchen J, ^, |, 1|, 2^, 3^, 
ferner umfassende Quadrattafeln. Bei einem derartig 
geübten Gedächtnis ist es nicht zu verwundern, wenn die 
Inder auch imstande waren die jetzt sogenannte Fou- 
riersche Multiplikation grösserer Zahlen anzuwenden, 
die darin besteht sofort (kreuzweise) die Produkte von den 
einzelnen Ziffern der Faktoren, welche dieselbe decimale 
Einheit zum Produkte haben, zu bilden und zu addieren. 



3. Anwendungen des Zahlenrechnens. 

Wir wollen nun sehen, auf welche Aufgaben die 
Inder femer die numerische Rechenfertigkeit, für welche 
die Bildung des Positionssystem das beste Zeugnis ist, 
anzuwenden vermochten, und wofür dieses System dem- 
nächst das beste Hülfsmittel wurde. Aufklärungen dar- 
über können wir namentlich in den zahlreichen Rechen- 
regeln und der reichen Sammlung von Aufgaben finden. 
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die in Bhäskarae Lilävati enthalten sind, aber auch 
anderswo. So giebt bereits Aryabhatta dieselben Regeln 
für das Ausziehen der Quadrat- und Kubikwurzel, 
die wir jetzt aus den Ausdrücken für (a + b)^ und 
(a "1- b)^ ableiten, 

Von dem Inhalte unserer gewöhnlichen Rechenbücher 
kannten die Inder einfache und zusammengesetzte Regula 
de tri, Zinsrechnung, auch mit Zinseezins, Gesellschafts- 
rechnung, die Miechuugsregel, Regeln für Raumniessung 
u. s. w. Verschiedene andere Aufgaben, die wir jetzt 
auf eine Gleichung bringen, werden auch nach bestimmten 
Rechenregeln gelöst. Hierzu gehört die «Regel des falschen 
Ansatzes* fregula falsi), die wir bei den Ägyptern (Ö. 11) 
gefunden haben ; bei dieser bleiben sie jedoch nicht stehen. 
Aus späteren arabischen Quellen wissen wir, dass sie 
auch die sogenannte «Regel der zwei falschen Ansätze» 
fregula duorum falsorum) benutzten. Diese dient dazu 
eine Aufgabe, die — wenn man sie auf eine Glei- 
chung gebracht hätte — von einer Gleichung ersten 
Grades von der Form 

^nbhangen würde, durch zwei Versuche zu lösen. Geben 

^ni^a und x^ß beim Einsetzen in die linke Seite die 

^■»on k verschiedenen Werte f{a) und f{ß), so wird x 

aus den Abweichungen k — f(a) und k — /{ß) nebst a 

und ß nach einer Rechenregel bestinimt, die sich durch 

die Formel 

(4-/W1 -[*-/(«] 

Wiedergeben lässt. Wie man sieht fällt diese Rechenregel 
genau mit dem zusammen, was wir jetzt einfache 
Interpolation nennen, und wir wissen dann, dass sie 
18- 
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sich nicht nur wie bei den Indern für exakte Berechnung 
verwenden lässt, wenn f[x) wirklich eine ganze Funktion 
vom ersten Grade wird, sondern auch für weitergehende 
Annäherung, wenn a und ß bereits Näherungswerte sind. 
Eine derartige Anwendung treffen wir jedoch erst später 
bei den Arabern und in Europa. 

Eine andere Rechenregel von sehr allgemeiner Be- 
schaffenheit ist die Kegel der Umkehrung. Diese 
besteht ganz einfach darin, dass man, wenn man eine 
Zahl finden soll, die, nachdem sie einer gewissen Reihe 
von Rechnungen unterworfen ist, eine bekannte Zahl 
darstellt, dies dadurch erreicht, dass man die letztge- 
nannte Zahl allen umgekehrten Rechnungen in um- 
gekehrter Reihenfolge unterwirft. 

Im übrigen werden verschiedene specielle Regeln auf- 
gestellt, die wir durch Auflösen von Gleichungen ersten 
oder zweiten Grades mit einer oder mehreren Unbekannten 
finden würden, und die die Inder, wie wir bald sehen 
werden, ebenso hätten finden können. Das gilt z. B. 
von den Rechenregeln über Differenz- und Quotienten- 
reihen, bei denen nicht allgemeine Relationen aufgestellt 
werden, in denen man die verschiedenen Grössen als 
Unbekannte betrachten kann, sondern bei denen beson- 
dere Regeln mitgeteilt werden um jede einzelne von den 
Grössen zu berechnen, wenn die übrigen bekannt sind. 
In Lilävati werden sie ohne Beweis mitgeteilt. Dasselbe 
gilt von verschiedenen anderen Regeln, die wir lieber im 
nächsten Abschnitt als Zeichen für die zahlentheoretischen 
Kenntnisse der Inder mitnehmen wollen. 

Dagegen dürfen wir die Rechenkunst der Inder nicht 
verlassen ohne einige Proben von den Formen zu geben, 
in die sie ihre Beispiele für die Anwendung ihrer ver- 
schiedenen Rechenregeln kleiden. 
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1^ Eine rein numerische Anwendung der erwähnten 
Methode der Umkehi-ung ist das folgende Beispiel; 

Schönes Mädchen mit den funkehiden Augen! (das 
ist LÜävati). Du, die Du die richtige Methode der Dm- 
kehrang Itenust! Nenne mir die Zahl, die mit 3 multl- 
phciert, um | des Produktes vermehrt, dividiert durch 
7, vermindert um J des Quotienten, multipliciert mit 
sich selbst, vermindert um 52, durch Ausziehen der 
Quadratwurzel, Addition von 8 und Division mit 10 eine 
2 giebt. 

Eine Aufgabe die sich durch die einfache Regel des 
falschen Ansatzes lösen lässt, ist folgende: 

Ein fünftel eines Bienen schwärm a setzt sich auf eine 
Kadambftblume, ein Drittel auf eine Silindhablume, das 
Dreifache von der Differenz zwischen diesen beiden Zahlen 
ist auf eine Kutajablume geflogen, und eine einzelne 
Biene ist in der Luft umhergeflogen, angezogen vom 
Dufte eines Jasmins und eines Pandanus. Nenne mir, 
schönes Mädchen, die Anzabl der Bienen 1 

Eine quadratische Gleichung wird in folgender Ge- 
lt dargestellt: 

Mitten im Kampfe ergrifi Prit'has rasender Sohn 
eine Anzahl Pfeile um Carna zu töten. Die Hälfte ge- 
brauchte er zu seiner eigenen Verteidigung und das Vier- 
fache der Quadratwurzel gegen die Pferde. 6 Pfeile 
durchbohrten den Kutscher Öalya, 3 andere spalteten 
den Sonnenschirm und zerbrachen die Standarte und den 
Bogen, und Carnas Haupt wurde von einem Pfeil durch- 
bohrt. Wie viele Pfeile hatte Arjuna (Prit'has Sohn}? 

Das folgende soll, was nicht leicht zu wissen ist, 
ein Beispiel für umgekehrte Regula de tri sein: 

Wenn eine Sklavin von 16 Jahren 32 Nishkas kostet, 
was kostet dann eine von 20 Jahren? 

Ale Unterlage für diese Berechnung wird nur ange- 
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fiihi't, das der Wert lebender Geschöpfe sich nach dem 
Alter richtet. 

Etwas nüchterner sind folgende Beispiele für zu- 
sauiniengeBetzte Regula de tri: 

30 Balken vou 12 und 16 Zoll Dicke und Breit* 
und 14 FusB Länge kosten 100 Nishkas; was kos»" 
dann 14 Balken von 8 und 12 Zoll Dicke und Breite 
und 10 FuBB Länge? Wenn es 8 Drachmen kostet die ersieii 
Balken eine Meile fortzuschaffen, wie viel kostet es dann die 
letzten Balken 6 Meilen fortzuschaffen? 

Selbst hier würde eB in der Praxis nicht immer auf- 
gemacht sein, ob Proportionalität stattfindet zwischen 
Preis und Gröaee des Baikens oder der Menge von dem, 
was fortgeschafft werden eoll. Man kann also durchgehends 
sagen, dass die Beispiele aus Interesse und zurEiniibui^ 
der Berechnung gemacht seien. 

Diese wenigen Beispiele zeigen, wie verschieden die 
Gebiete sind, denen die Aufgaben entnommen werden: 
bei anderen werden bald eine Anzahl von Blumen, bald 
ein ZinafusB, bald eine geometrische Grösse gesucbt. 
Gerade die reichen Einkleidungen verraten die Freude, 
die man am Aufstellen und Lösen von Aufgaben hatie. 
In Übereinstimmung hiermit schliesst ein Schriftsteller 
des 7ten Jahrhunderts seine Arbeit mit folgenden Worten; 
*Wie die Sonne durch ihren Glanz die Sterne übertrifft, 
so wird der Eiiisichtsvolle den Ruhm anderer verdunkeln, 
wenn er in der Volksversammlung algebraische Aufgaben 
vorlegt, und noch mehr wenn er sie löst.» 
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Wir wenden uns nun zu der Algebra, die bei 
"•HliBkara namentlich in seiner Vijaganita oder 
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>Vut2elberechnung behandelt wird, von der man sagen 

>^^^tx, dass sie ein mit Beweisen verbundenes Rechnen 

^^' Diese Beweise werden jedoch keineswegs mit grie- 

cMöcher Strenge geführt und bestehen im wesentlichen 

"^n, dass die Aufgaben hier auf eine Gleichung ge- 

"^acht sind, deren Lösung auch in der That eine Be- 

S^ndung für die Richtigkeit der Rechnungen giebt, die 

^^i* Auflösung führen. Dadurch erfährt man teilweise, 

^ö die in Lilävati gegebenen Rechenregeln gefunden 

seiti können. 

Die indische Algebra stimmt mit derjenigen Dio- 

Plxants darin überein, dass sie sich von der geometrischen 

^«trstellung frei gemacht hat und die Zahlen nur als 

Solche behandelt. Für Diophant als Griechen ergab 

öich indessen hieraus die Forderung, dass die Grössen, 

die aus der Rechnung hervorgingen, Zahlen, d. h. rationale 

Zalüen sein sollten. Wenn auch die Inder wegen ihrer 

"Weniger feinfühligen Logik kein Bedenken trugen ohne 

^^^iteres die Rechenregeln von rationalen auf irrationale 

^^.hlen zu übertragen, so gab dennoch eben dieser Umstand 

Ihren Operationen einen weit grösseren Umfang. Statt 

^^^^ in geometrischer Form gehaltenen Umformungen 

^^ationaler Grössen bei Euklid treffen wir daher bei 

^^ Lidern das Rechnen mit irrationalen Zahlen. Sie 

^^Uten Regeln um Brüchen rationale Nenner zu geben 

^d — was Euklid in geometrischer Form ausführt — 

^ doppelte Lrationalität aufzuheben. Sie wussten 

®^8ai, dass 

Vl6 + V12Ö+ V72 + VeÖ + Vis + V4Ö + \/24 

^^ Beispiel, das jedoch wahrscheinlich durch die um- 
^^<ehrte Rechnung gebildet worden ist. 
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Auch in anderer Beziehung überschritten die Inder 
die Grenzen, die ein vorsichtiger Grieche sich setzen 
musste. Da die Griechen durchaus nicht den Begriff 
«negative Grössen» aufgestellt hatten, so mussten sie da- 
für sorgen, dass die Grössen, die gleich gesetzt wurden, 
sicher positiv waren, und wenn eine gestellte Aufgabe 
von selbst zu einem negativen Resultat führte, so musste 
auch der Grieche, der die Bedeutung hiervon erkannte, 
sofort diese Erkenntnis benutzen um die Forin der Auf- 
gabe so zu verändern, dass nach der entsprechenden 
positiven Grösse gefragt wurde. Die rechnenden Inder 
nahmen die Rechnungen und ihre Resultate mehr so, 
wie sie sich von selbst darboten. Sie kümmerten sich 
nicht darum, in wie weit eine Grösse auf der einen 
Seite des Gleichheitszeichen wirklich positiv oder negativ 
war, und wenn eben die gesuchte Grösse negativ wurde, 
so haben sie allerdings oft eine solche Wurzel verworfen, 
oft aber auch verstanden sich dadurch mit ihr abzufinden, 
dass sie sie als Schuld bezeichneten. Sie haben auch, 
wenn auch zunächst nur zur Benutzung bei Behandlung 
der einzelnen Glieder in Rechnungen mit mehrgliedrigen 
Grössen, Regeln aufgestellt für dass Rechnen mit Grössen, 
die mit Vorzeichen versehen sind. In Verbindung hier- 
mit erkannte man, das eine Quadratwurzel mit doppeltem 
Vorzeichen gerechnet werden muss, und deshalb legte 
man einer Gleichung zweiten Grades zwei Wurzeln bei. 
Wurde die eine von diesen negativ, so wurde sie jedoch 
in der Regel verworfen. 

Ein anderer Beweis für eine glückliche Deutung ist 

eine vorkommende richtige Erklärung von — . Indessen 

trifft man auch auf ganz unrichtige Anwendungen von 
derartig gebildeten Grössen. 
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Was die analytischen Hülfsmittel der Inder betrifft, 
so benutzten sie wie Diophant Zeichen, die in Wirk- 
hchkeit Abkürzungen von Wörtern waren, um gesuchte 
Gröeaen und ihre Potenzen darzustellen; sie gingen aber 
weiter als jener, da sie gleichzeitig mehrere verschiedene 
Unbekannte bezeichnen konnten. Das tliaten sie, indem 
sie jeder von diesen eine verschiedene Farbe beilegten, 
deren Namen sie dann auch abkürzten. Diese Erweiterung 
der 2^i eben Sprache gab auch Veranlassung zur Erweite- 
rung der Rechnungen mit den Grössen, die durch diese 
Zeichensprache dargestellt wurden. 

Diese verbesserten Hülfsmittel erwiesen sich den 
Indern nützlich bei ihrer Behandlung von bestimmten 
Gleichungen mit einer oder mehreren Unbekannten ; aber 
auf diesem Gebiete treffen wir dennoch nichts anderes 
als das, was auch die Griechen — denen sie gewiss die 
Lösung der Gleichungen zweiten Grades verdankten — 
behandeln konnten. Etwas Neues treffen wir dagegen 
auf dem Gebiete der unbestimmten Gleichungen. 
Dieses Neue besteht namentlich darin, dass die Inder 
sich hier nicht wie Diophant mit rationalen Lösungen 
begnügten, sondern Lösungen in ganzen Zahlen ver- 
langten. 

Dadurch erhalten sie bereits Gelegenheit sich mit 
unbestimmten Gleichungen ersten Grades zu be- 
schäftigen. Um eine solche Gleichung durch ganze 
Zahlen zu lösen, benutzten die Inder ungefähr dieselben 
Rechnungen, die entstehen, wenn man jetzt die Aufgabe 
durch Kelten brüche löst. Da die Regeln ohne Beweis 
gegeben werden, so wissen wir nicht, wie sie gefunden 
sind, und wollen deshalb nur bemerken, dass man leicht 
zu ihnen gelangen kann, ohne solche Begriffe, wie Ketten- 
brüche und ihre Näherungswerte aufzustellen. Zunächst 
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ist es einleuchtend, dass man durch Multiplikation mit 
c die Lösungen der Gleichung 

ax — by = c 
aus den Lösungen der Gleichung 

ax — by = 1 

ableiten kann. Ist in dieser letzten Gleichung a>^ 
und erhält man bei der Division von a durch b den 
Quotienten q und den Rest r, so wird 

, rx — 1 
y = qx-\ ; 

/* X ""— 1 

eine solche Bestimmung von a?, dass r = ^ 



eine ganze Zahl wird, hängt dann von einer Gleichung vd^ 
einfacheren Koefficienten ab. Bei der Reduktion komiöcn 
genau dieselben Zahlen vor, wie wenn man das grösste 
gemeinschaftliche Maass sucht, und das Verfahren ist fortz^' 
setzen, bis man zu einem Koefficienten 1 gelangt. Das ED' 
setzen hinterher fällt zusammen mit der Berechnung der 
Näherungswerte eines Kettenbruches. 

Indessen beschäftigte man sich nicht nur mit ein^^^ 
einzigen Gleichung mit zwei Unbekannten, sondern auch 
mit Gleichungen mit mehr Unbekannten. Die Aufgabelt 
gehen oft darauf aus eine Zahl zu finden, die, durch ver- 
schiedenen gegebenen Zahlen dividiert, gegebene Res^ 
giebt. Möglicherweise rühren diese Aufgaben ursprünglich 
von den Chinesen her, bei denen man eine alte Reg®* 
für ihre Auflösung gefunden hat. Oft betreffen sie die 
Bestimmung der astronomischen Perioden, nach denen 
eine Gruppe von Erscheinungen aufs neue zusammentrifft 
was Veranlassung zu Verfinsterungen u. s. w. geben 
kann. Die Längen eben dieser Perioden, die den grie- 
' 'sehen Astronomen bekannt waren, geben wohl noch 
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II VeraiilasBung zu homogenen Gleichungen. Wemi z. 

nach der Zeit gefragt wird, die sowohl eine ganze 

izahl von Tagen, x, als auch eine ganze Anzahl von 

itren, t, enthält, wenn 30 Jahre = 10960 Tage, so wird 



i 



10960 ( = 



Prägt man dagegen, wann das in Rede stehende 
ißammentreffen wirklich eintritt, ao erhält man voll- 
Ladige unbestimmte Gleichungen ersten Grades. Fehlen 

iepielaweise — Tage, hie der Tag zu Ende ist, und — 
n q 

Ire, bia das Jahr zu Ende ist, und soll der Augenhhck, 

Tages- und Jahreswechsel zusammenfallen, nach 

H jTagen^((+— j Jahren eintreffen, so mnss 

-n haben 

I 1096ü(h-£)=30(.+ ^). 

Bhäskara vereinfacht jedoch die Frage durch die 
mahme, die sich immer mit einer gewissen Annähe- 
ig erreichen läaat, dasa in den Brüche» die Nenner 
= 10960 und n = ZO smd. 

Die Gleichung sy -\- ax-\- by ^c wird leicht da- 
fch gelöst, dass man sie in 

f(^+&)(^ + «) = c + «fi 
ormt, worauf es nur darauf ankommt, c-\- ab in 
^ Produkt von ganzen Faktoren zu zerlegen. 

Grössere Schwierigkeiten haben die Inder übei-wunden 
'i der Behandlung von unbestimmten Gleichungen, die 
lit Bezug auf jede der unbekannte vom zweiten Grade 
Von diesen suchen sie nicht nur wie Diophant, 
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durch den sie gleichwohl in diese Fragen eingeführt 
sein können, rationale, sondern ganze Auflösungen. 
Namentlich beschäftigten sie sich mit Gleichungen von 
der Form 

y^=ax^+b, (1) 

auf die sich auch andere unbestimmte Gleichungen zweiten 
Grades reducieren lassen. Um eine Vorstellung von der 
Art imd Weise ihrer Behandlung zu geben, will ich hier 
ihre Lösung der besonders wichtigen Gleichung 

^2=^3,2^1 (2) 

mitteilen. 

Wir beginnen mit einem Verfahren, das von dem- 
jenigen Di ophants verschieden ist, und sich zur Bildung 
einer unbegrenzten Anzahl rationaler Lösungen benutzen 
lässt. Man bildet zuerst die Gleichungen 



2 » J 



ax^^ -\-b^=y, 

aus denen sich b^ und ftg bestimmen lassen, wenn vß&n 
a?i, y^, a?2 und y^ beliebig wählt. Reduciert man die 
Gleichungen auf b^ und ftg ^^^ multipliciert sie id" 
einander, so erhält man 

(a a?i a?2 4- ^1 y^y — « («i ^2 + «2 ^ i)^ = ^1 *« 
also eine dritte Gleichung 

worin ^3= ^1 *2» ^3 =*i^2 + «2^1» \ (^^ 

Lässt man die beiden Gleichungen (3) identiöcB 
ft«in, so ergiebt sich 



^er 
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^nd damit hat man eine rationale Lösung der Gleichung 

(2). Sucht man nun dadurch weiter zu kommen, dass 

^an für a?i und y-^ willkürlich gewählte Werte einsetzt, 

®o kann man oft erreichen, dass die gefundenen Werte 

^on X und y ganze Zahlen werden. Im besonderen sind 

"^© Pälle zu beachten, in denen man bereits en'eicht hat, 

dase h = ±l oder +2. 

Ist 6 = 1, so kann man auf diesem Wege aus einer 

LcSsiing von (2) eine neue ableiten, imd darauf so 

^^le wie man will. 

Ist & == — 1 oder + 2, so wird (5) auch eine Lösung 

von (2) in ganzen Zahlen geben; denn für 6 = + 2 ist 

2'i.^-=aa?i« + 2, also wird ax^^ -[- y^^ = 2ax^^ ±2 

gerade. Zugleich ergiebt sich aus (4), dass die Kenntnis 

eirier Lösung von (2) gestattet, aus einer Lösung von 

v^) Unendlich viele Lösungen abzuleiten. 

Gelingt es nun nicht für einen gegebenen Wert von 

^ durch Versuche irgend eine Gleichung von der Form 

^) zu bilden, wo h = +l oder +2, so benutzt man die 

^genannte cyklische Methode um den Wert von h 

^ reducieren. 

Es sei 

ax^^ + h^^y^^ 

^ine Gleichung, in der b^ bereits so klein ist, wie man 
es durch Versuche erreichen kann, die darin bestehen 

können, dass man — einen Näherungswert von "\/a sein 

lässt. x-^ und h-^ enthalten dann keinen gemeinsamen 
Faktor, denn ein solcher würde quadratischer Faktor auf 
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beiden Seiten des Gleichheitszeichen sein, und durch Ver- 
kürzung würde man eine einfachere Gleichung derselben 
Art erhalten. Man setzt nun 

^i^ + yi _^ 

woraus sich x^ und % als ganze Zahlen bestimmen lassen. 
Man wählt diejenigen, die z'^ — a so klein wie möglich 

machen. Setzt man dann — ; = *9i so ist einmal h^ 

eine ganze Zahl, und zweitens aa?2^ + &2 ®^® °®^® 
Quadratzahl y^*^. Diese Dinge lassen sich leicht be- 
weisen, aber die indischen Schriftsteller beweisen weder 
dieses, noch dass man wirklich auf diese Weise zu 
ft = 1 gelangen kann. Das letztere, zu dessen theoretischer 
Begründung die Inder- sicher die erforderliche mathe- 
matische Einsicht nicht besassen, hat erst Lagrange, 
der selbst dieselbe Lösung wiedergefunden hat, bewiesen. 
Indessen hat die grosse Zahlenfertigkeit der Inder sich 
dadurch zu erkennen gegeben, dass ihre numerischen 
Versuche sie zu einer vollkommen richtigen Methode ge- 
führt und dahin gebracht haben, durch Anwendungen 
Vertrauen zu ihrer allgemeinen Brauchbarkeit zu gewinnen. 
Neben solchen zahlentheoretischen Methoden wie die 
im Vorhergehenden geschilderte besassen die Inder ver- 
schiedene zahlentheoretische Sätze, unter diesen z. B. den 
folgenden: Die Grössen 

?S=):,,T±(^y-. 



sind beide Quadrate. Wir wollen hier gleichfalls anführen, 
das die Inder die Formeln für die Anzahl der Pennuta- 
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TTonen und Kombinationeii, uud, wie die Griechen, für 
die Summen der Quadrate und Kuben der ersten Zahlen 
der Zahlenreihe kannten und anwendeten. 

Bei der Geometrie der Inder länger zu verweilen 
bietet sich keine Veranlassung. Die meisten von den 
Sätzen, die sie kannten, verdanken sie gewiss den Grie- 
chen, aber die auf diesen aufgebaute Berechnung trieben 
sie oft weiter, als diese gethan haben. Ein Satz bei 
Brahmagupta hat ein gewieses Aufsehen erregt, nämlich 
eine Erweiterung von Heros Dreiecksformel auf Vierecke. 
So wie der Satz dasteht, sieht er aus, als ob der Inhalt 
eines behebigen Vierecks durch v'(s — a){a — 6)(s — c){s^d] 
dargestfillt werden aolle, worin a, b, c und d die Seiten, 
und s ihre halbe Summe bedeutet. Bereits Bhaakara nahm 
die Sache so, und hält sich dnna mit Recht über den 
Fehler auf, der in der Annahme liegt, daas ein Viereck 
durch seine Seiten bestimmt sein sollte. In Wirklichkeit 
beschäftigt Brahmagupta sich jedoch nur mit zwei 
bestimmten KlaBsen von einheschriebenen Vierecken, für 
"Welche der Satz ja richtig ist, aber es ist möglich, dass 
er sich von dieser Begrenzung, die bei der Angabe der 
Eesultate nicht ausgesprochen wird, keine Rechenschaft 
abgelegt hat. Die Klassen von Vierecken, die er behandelt 
sind teils gleichsehen kel ige Trapeze, teils einbeschriebene 
Vierecke mit senkrecht auf einander stehenden Diagonalen. 
Eine Veranlassung, die indessen nicht bei Bramagupta 
hervortritt, können die Inder gehabt haben sich mit den 
letztgenannten Vierecken zu beschäftigen, nändich ihre 
Trigonometrie, in der sie nicht wie Ptolemäus Sehneu- 
tafeln sondern Siuustafeln benutzten. Ist nämUch der 
Durchmesser des Kreises gleich 1, und betragen zwei zu- 
sammenstos sende Bogen 2x und 2y, so sieht man, dass 
die Seiten des Vierecks sin j;, am^, cosa; und cosy sind, 
und dass die Diagonalen sich beziehungsweise in die 
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Abschnitte sin x cos y und sin y cos a?, und in die Ab- 
schnitte sin X sin y und cos x cos y teilen. Die Figur ißt 
also wahrscheinlich diejenige gewesen, die man zur Be- 
stimmung von sin(x'\-y) benutzt hat. 

Die Sinustafeln, die sich in Sürya Siddhänta 
finden, gehen jedoch nur hinunter zu Intervallen von 
3|^, während die Sehnentafeln des Ptolemäus Sinus- 
tafeln mit einem Intervall von |^ entsprechen. Sind 
diese Tafeln — wie so vieles andere vom Inhalte dieses 
Buches — griechischen Ursprunges, so müssen sie aus 
Werken herrühren, die älter sind als diejenigen des 
Ptolemäus; dann stammen sie vielleicht von den Astro- 
nomen in Alexandria, die im Gegensatz zu Hipparch 
und seiner Schule Sinustafeln gebraucht haben können. 

31416 

Ebendaher kann vielleicht der Näherungswert ..^^r ^^ 

lüuüv 

A • 

71, der sich bei Aryabhatta findet, gekommen sein, 
da wir wissen, dass Apollonius n genauer bestimnote 
als Archimedes. Dagegen deutet die willkürliche An- 
näherung jr = \/lÖ, die sich bei Brahmagupta findet, 
nicht auf griechischen Ursprung, und ebensowenig finden 
wir griechische Vorbilder für eine Näherungsformel ^ 
Berechnung der Sehne k eines gegebenen Bogens, ^^^ 
bei Bhäskara vorkommt, nämlich 

worin d den Durchmesser, p die Peripherie und b die 
Länge des Bogens bedeutet. 
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1. Allgemeine Einleitung. 

Im Altertum hatten die Griechen, wie wir gesehen 
baben, eine Geometrie aufgebaut, welche die Raumver- 
hältnisse mit einer solchen Vollständigkeit und mit sol- 
cher Sicherheit in allen Schlüssen behandelte, dass sie 
vollauf ihren Platz als Wissenschaft selbst gegenüber den 
strengsten Anforderungen der neuesten Zeit behaupten 
kann. Da die geometrischen Formen zugleich ein Mittel 
waren zur Darstellung allgemeiner kontinuierlicher Grössen, 
so enthält diese Geometrie auch einen grossen Teil von 
dem, was wir jetzt reine Mathematik nennen. Unter dieser 
Form war die Algebra fortgeführt bis zur Lösung von 
Gleichungen zweiten Grades und ihren weitergehenden 
Anwendungen, und bis zu einer Behandlung von Glei- 
chungen dritten Grades, die allerdings nicht die Zurück- 
führung auf Wurzelgrössen enthielt, die wir jetzt die Lö- 
sung dieser Gleichungen nennen, die aber durch Anwen- 
dung der Lehre von den Kegelschnitten Mittel lieferte 
zur Diskussion und zu einer theoretischen Untersuchung 
der Aufgaben, die von diesen Gleichungen abhängen. Die- 
selbe Methode liess sich auch auf Probleme anwenden, 
die von Gleichungen vierten Grades abhängen würden, 
ohne dass jedoch von irgend welcher direkten Darstellung 
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solcher Gleichan^n die Rede wäre. Neben diesen Auf- 
gaben, die unter die endliche Analysis gehören, haUen 
die Grriechen auch die Behandlang solcher An^ben be- 
gonnen, die jetzt der Integralrechnung angehören, nnd 
wenn auch diese Behandlung nicht dahin gelangte viele 
einzelne Fragen zu umfassen, so wurde sie doch in For- 
men vorgenommen, deren grosser wissenschaftlicher Wert 
in der neueren Zeit um so mehr Anerkennung gewinnt, 
je höher die wissenschaftlichen Anforderungen steigen. 
Endlich haben wir gesehen, dass die zu Anfang versäumte 
numerische Anwendung der Mathematik sich allmählich 
unter den steigenden Ansprächen der Astronomie ent- 
wickelte, und bei Diophant haben wir Proben von emer 
eingehenden üntersuchimg über die numerischen Bedin- 
gungen für Rationalität kennen gelernt. 

Auf der anderen Seite haben wir gesehen, dass die 
alte Fertigkeit der Inder in der Behandlung von Zahlen 
sich zu einer wirklichen Rechenkunst entwickelt hatte, 
die dasselbe Hülfsmittel, das wir jetzt gebrauchen, das 
Positionssystem, benutzte. Durch Berührung mit der grie- 
chischen Mathematik hatte diese Rechenfertigkeit auch 
bei den Indern eigentliche mathematische Fortschritte 
herbeigeführt. Der bedeutendste von diesen war eine 
zweckmässige Behandlung von Fragen, die ganze Zahlen 
betrafen. Einige von diesen Fortschritten gehören jedoch 
vielleicht erst einer Zeit an, wo neue mathematische Ar- 
beiten bei den Arabern begonnen waren. 

Um die Verdienste der Völker, zu denen die Ent- 
wickelung der Mathematik von den Griechen und lüdern 
überging, nach Gebühr würdigen zu können, hat man 
jedoch zu beachten, wie weit die vorliegende Form der 
Mathematik davon entfernt war, den neuen Völkern be- 
(luem zugänglich zu sein. Bei den späteren Griechen 
selbst hatten die aufbewahrten Werke allerdings ein Ver- 
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ständnis der Emzelheiten aufrecht erhalten oder doch 
dann und wann wiedererwecken können, aber sie hatten 
nicht zu einem Überblick geführt, ohne den weitergehende 
Arbeiten unmöglich werden. Über die Methoden der Ar- 
beit, die ihrerzeit zu so grossen Resultaten geführt hatten, 
geben diese Werke keine Auskunft, und jede fruchtbare 
Tradition darüber war langst verloren gegangen. Man 
musste deshalb selbst diese oder andere Methoden der 
Arbeit wiederfinden, bevor von einer vollständigen Aneig- 
nung des Inhaltes die Rede sein konnte; ja von manchem 
Resultate hat man — und das auch nicht einmal immer — 
erst erkennen können, dass die Griechen es besessen haben, 
nachdem man es selbst in einer anderen Form wieder- 
gefunden hatte. Während dieser ganzen Wiederaufführung 
der Mathematik hat jedoch das, was von den Griechen 
vorlag oder was man allmähüch bei ihnen verstehen 
lernte, selbstverständlich in ausgezeichneter Weise zur 
Führung und Anleitung gedient. 

Die indische Rechenkunst mochte, wo die Gelegen- 
heit dazu sich darbot, durch ihre praktische Anwendbar- 
keit etwas grössere Aussicht haben durchzudringen. In- 
dessen hat man zu beachten, dass es auch bei dieser 
nicht genügt ihre Principien kennen zu lernen, um sie 
richtig würdigen zu können. Wir können sie nicht an- 
wenden ohne in unserer Kindheit eine gewisse Arbeit 
daran gegeben zu haben, um die einfachsten Tabellen 
auswendig zu lernen und in ihrer Benutzung geübt zu 
Verden. Ihre Vorteile fielen deshalb nicht sogleich in 
^ie Augen, vielleicht am wenigsten bei denen, die bereits 
'^i'beit darauf verwendet hatten andere Methoden des 
"^bnens einzuüben. 

EHe unmittelbarsten Erben der am Schlüsse des Alter- 
•^itos vorliegenden griechischen Mathematik, der einzelnen 
'^'^rlieferten Hauptwerke und des beständig abnehmenden 

19* 
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VeretändniBseB von dieflen, waren das oströmiBche I 
und die griechisch -katholische Kultur, die in Konstanti- 
nopel dieselbe Hauptstadt hatte wie dieses Reich, Ob- 
gleich hierzu später solche Einwirkungen kamen, die aieh 
von Indien herschreiben, so treffen wir in Konetantinope! 
dennoch im wesentlichen nur eine Fortsetzung des begon- 
nenen Hinsiechens. Das empfangene Pfund, nämlieh die 
noch existierenden Werke der grossen griechischen Geo- 
meter, wurden vergraben, ohne irgend welchen Zins zu 
geben, aber sie liessen sieh dann wieder am Schlusae des 
Mittelalters ausgraben und konnten dann aufs neue der 
europüiachen Kultur zu Gute kommen. Das geschah je- 
doch erst, nachdem ein Teil der Werke und neues Tin 
Verständnis begleitetes Interesse für sie auf anderem Wege 
nach Westeuropa gekommen war, nämlich durch die 
Ai'aber. 

Ein solches Pfund wurde nicht den Völkerschaften 
anvertraut, die durch die Völkerwanderung das Über- 
gewicht in der westeuropäischen Entwickelung erhielten- 
Diese nahmen das Christentum an und erhielten Anteil 
an der römischen Kultur, aber zu dieser gehörte die 
Mathematik nicht. Nachdem die Romantiker ihreneit 
das westeuropäische Mittelalter mit einem in vieler Beo^ 
hung gewiss unverdienten Strahlenglanz umgeben haben, 
ist man in unserer Zeit am meisten geneigt in die enl^ 
gegengesetzte Äusserlichkeit zu verfallen und nur von 
dem finsteren Mittelalter zu sprechen. Auch dieses Urteil 
dürfte viel unbilliges enthalten, wenn man auf den Kul- 
turstandpunkt Rücksicht nimmt, auf dem -die meisten der 
beti'eftenden Völkerschaften am Beginn und am Schlüsse 
des Mittelalters standen. Was sie wirklich im Christen- 
tum und in römischen Gesetzen und Institutionen emp- 
fangen hatten, das wurde namentlich in den Klöstern 
Jon fleissigen Männern mit geistigen Interessen verarbeitet 
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und gereichte deo Völkern durch seinen eigenen Wert 
und Beinen kulturf ordern den Einfluss znm Segen. Mathe- 
matik dagegen konnte man im wesentlichen nur kennen 
lernen durch die dürftigen Auezüge aus den praktischen 
Heros und der Ägypter, die man den römiechen 
iandmessern verdankte, oder, wenn es hoch kam, durch 
die Bruchstücke von Euklid oder Nikomachus, welche 
die mehr theoretischen, aber ebensowenig wisaenschaft- 
lichen Nachfolger der Landmesser in Formen überlieferten, 
die Veranlassung gaben zu solchen Missverständnissen wie 
dasjenige, dass figurierte Zahlen Ausdrücke für Flächen- 
inhalt sein sollten. Daa Nütaüchate und Zugänglichste 
<les von den Römern, und durch diese von den Griechen 
erhaltenen mathematischen Erbteils, war die Rechentafel, 
abaciis, die — ungewiss wann — dahin verbessert worden 
war, dass die Marken oder Steine, die auf die verschiede- 
nen Kolumnen der Tafel gelegt wurden, nun nicht mehr 
gleich waren und durch ihre Anzahl die Anzahl der deci- 
malen Einheiten bezeichneten, zu denen die Kolumnen 
gehörten, sondern 9 verschiedene Zeichen enthielten, die 
den Zahlen von 1 bis 9 entsprachen. Alles in allem 
stand dieses ganze Erbteil jedoch sicher hinter dem zu- 
rück, welches die Ägypter ihrerzeit den Griechen hinter- 
lassen hatten. 

Dass dennoch sowohl in den Klöstern wie in den 
BÜdeuropäischen, namentlich den italienischen Handels- 
städten Empfänglichkeit füi- Mathematik vorhanden war, 
zeigte sich, als sie in besserer Gestalt nach Europa kam. 
Das geschah durch die Araber, die sich teils ein richtiges 
Verständnis der griechischen Mathematik erworben mid 
ihr eine neue Entwickelung gegeben hatten, in der sie 
leichter zugänghch war als in den überlieferten alten 
griechischen Schriften, teils in reichem Maasse indische 
Rechenkunst mit ihr verbunden hatten. Es kostete aller- 
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dings einige Zeit bevor die Europäer, nachdem sie durch 
die Kreuzzüge und in Spanien und auf Sicilien mit den 
Arabern zusammengetroffen waren, sich die Mathematik 
der Araber, und durch diese einen Teil der griechischen 
und indischen Mathematik und Rechenkunst angeeignet 
hatte. Während dieser Aneignung wurde jedoch der 
Durchbruch für eine neue und rasche Entwickelung der 
Mathematik vorbereitet, der im 16ten Jahrhundert mit 
den grossen Fortschritten zusammenfiel, die nach anderen 
Richtungen hin den Beginn der neueren Zeit bezeichnen. 

Aus dem hier Gesagten geht hervor, dass der früheste 
und bedeutendste Teil der mathematischen Entwickelung 
im Mittelalter bei den Arabern vor sich ging. Was die 
äusseren Bedingungen für diese Entwickelung betrifft, so 
möchte ich zuerst auf die ungeheure Geschwindigkeit auf- 
merksam machen, mit der die Eroberungen der Araber 
und demnächst der Muhamedanismus sich über weit- 
gestreckte Länder verbreiteten. Die ursprünglichen Be- 
wohner von diesen wurden durch die Annahme dieser 
Religion bald den Arabern gleich gerechnet, und die vielen 
Länder wurden dadurch in Verbindung mit einander ge- 
brächt. Zu diesen Ländern gehörte Ägypten, die alte 
Wiege der Geometrie, mit Alexandrien, wo die Geometrie 
später zu ihrer höchsten Blüte gelangte imd am längsten 
fortfuhr wirkliche Lebenszeichen von sich zu geben. Zu 
diesen gehörten auch andere Länder, die von Griechen 
bewohnt oder von griechischer Kultur beeinflusst waren. 
Die Araber überschwemmten auch die Gegenden, die vor 
Zeiten der Sitz der babylonischen und chaldäischen Astro- 
nomen gewesen waren. Ferner drangen sie bis nach 
Indien vor und kamen dadurch in genauere Berührung 
mit der indischen Rechenkunst, als die Griechen es ge- 
wesen waren. 

Dass sich auf diese Weise günstige Gelegenheiten 
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darboten um sich die ganze damals existierende Mathe- 
matik anzueignen, genügte jedoch noch nicht. Wir hahen 
ja gesehen, dase die griechische Wissenschaft lange ein 
toter Schatz für die Griechen seibat gewesen war, und 
dass die Römer, die dieselbe Gelegenheit gehabt hatten 
wie jetzt die Araber um der griechischen Mathematik teil- 
haftig zu werden, und zwar zu einer Zeit, wo diese nur 
noch wenig von ihrer ursprünglichen Frische verloren 
hatte, nicht verstanden hatten diese Gelegenheit zu be- 
nutzen. Vielleicht war die eigentümliche römische Kultur 
trotz ihrer Begrenzung zu bedeutend, als dass die Römer 
mit Bezug auf die schwierigeren Teilen der griechischen 
WißseuBcbaft, namentlich auf die Mathematik, so taug- 
liche Schüler werden konnten, wie es einerseits die Völker 
der Völkerwanderung mit Bezug auf die Kultur wurden, 
die sie durch die Römer empfangen konnten, und wie 
eich andererseite nun ein in der Kultur so neues Volk 
wie die .Araber gegenüber den Resten der griechiachen 
Kultur zeigte. 

Nicht alle arabischen Herrscher zeigten sich gegen 
die Wissenschaft so feindlich wie 'Omar, der zweite 
Nachfolger des Propheten, es war, selbst wenn auch die 
wesentlichste Zerstörung der Bibliothek in Alexandria vor 
seiner und der Araber Zeit atat^efunden hat. Im Gegen- 
teil entstanden zu verschiedenen Zeiten und an verschie- 
denen Orten Reihen von Fürstt'n, die eine Ehre darin 
setzten die Wissenschaft zu fördern, und eben dadurch 
glaubten ihr eigenes Ansehen zu vermehren. Von diesen 
soll hier nur die Reihe von Kalifen, die Abbasiden, 
nämlich Almansür, Härün Arraachid und Aimamün 
(754- — 833) genannt werden, die nach 'Omars Geachlecht 
folgten und 762 Bagdad gründeten und zu ihrem Sitz 
erhoben. Unter diesen wurden namentUch die Elemente 
des Buklid und der «Almagest» des Ptolemäus ins 
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Arabische übersetet. Später kamen hierzu ÜDerBetnmgen 
von Diophant, Hero, Archimedes und ApolloniuB. 
Ausser diesen Hauptwerken haben die Araber ein nun- 
mehr verloren gegangenes Werk von Hipparch über 
quadratische Gleicbunpen gekannt. Gleichfalla lagen trüli- 
zeitig Übersetzungen von indischen Schriftstellern vor, 
und die indische Rechenkunst fand teils durch die indische 
Astronomie, teile wohl durch die Handels Verbindungen 
Eingang bei den Arabern. Die eigentlichen mathemati- 
schen Fortschritte, die coan den Indern verdankt, seheinen 
dagegen keinen Einfluss auf die Araber geübt zu haben, 
die mit Recht zu den Griechen als ihren besten Lehr- 
meistern in wissenschaftlicher Behandlung hinauf sahen 
und die weniger vollständig begründeten Theorien, die 
sich von den Indem entnehmen lieasen, übersehen hatten. 
Dass die Übersetzerarbeit sich allmählich bis zu den 
schwierigsten griechischen Werken entstreckte, ist ein 
Zeugnis dafür, dass nach und nach die Entwickelung er- 
reicht war, die erforderlich ist um diese zu würdigen und 
zu verstehen. Aus dem, was wir hierüber schon früher 
gesagt haben, geht hervor, dase dies nicht ohne eine l)e- 
deutende selbständige Arbeit bei den Arabern erreicht 
werden konnte. Für den Umfang dieser Arbeit, und für 
den Ernst, mit dem die einzelnen Mathematiker sich lur 
Teilnahme daran vorbereiteten, haben wir ein Zeugnis, 
wenn berichtet wird, dass Diophants Übersetzer Abül 
Wafä, dessen eigene Verdienste wir später erwähnfin 
werden, in seiner Jugend Unterricht in spekulativer und 
praktischer Arithmetik (d. h. Algebra und Arithmetik) bei 
zwei Ijchrern, und in Geometrie bei zwei anderen Lflbiern 
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Es war mein Wunsch — unter anderem durch Ver- 
gleichung mit den Römern — den Wert und Umfang 
^^T mathematischen Arbeiten der Araber hervorzuheben, 
^ftiBit man nicht herabsetzende Schlüsse aus den verhält- 
^^ismässig wenigen positiven Resultaten ziehe, die sie über 
das hinaus, was die Griechen bereits wussten, erreicht 
traben. Dieser letzte Umstand ist indessen ein Grund 
dafür, dass wir uns hier nicht so viel mit den Arabern 
beschäftigen können, wie der Umfang ihrer Arbeiten sonst 
beanspnichen zu können scheint. Freilich werden wir 
dazu kommen die bedeutendsten mathematischen Schrift- 
steller anzuführen, aber mehr als Beispiele für die Rich- 
tungen, nach denen hin die Araber im ganzen arbeiteten, 
als als Glieder in einer zusammenhängenden Darstellung 
der arabischen Mathematik und ihrer Entwickelung. 

Die Zeit liegt indessen noch nicht so weit hinter 
uns, wo man, aus Mangel an richtiger Auffassung von 
den überlieferten griechischen Schriftstellern und wegen 
ungenügender Bekanntschaft mit der indischen Mathema- 
tik, den Arabern die Ehre für die von den Griechen be- 
gründete Algebra sowohl wie für die Rechenkunst der 
Inder zuerteilte. Diese Vorstellung hat sogar einen blei- 
benden Ausdruck in dem Namen Algebra erhalten und 
in einer anderen mathematischen Benennung, Algorith- 
mus, die lange Zeit von der an das Positionssystem an- 
geschlossenen Zahlenrechnung gebraucht wurde, aber jetzt 
dahin erweitert ist, dass sie von jedem System von Be- 
zeichnungen und Annahmen gebraucht wird, das ein me- 
chanisches Ausrechnen nach bestimmten Regeln gestattet. 
Beide diese Benennungen rühren von einem einzelnen 
Mann und von einem seiner Werke her, und mit ihrer 
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Benutzung ist die Vorstellung verbunden gewesen, dass 
wir ihm erst die Algebra und die jetzt gebräuchliche 
Zahlenrechnung zu verdanken haben. 

Dieser Mann war Muhammed ibn Müsä Alchwa- 
rizmi, und er gehörte zu dem Kreise von Gelehrten, die 
der Kalif Almamün mit Übersetzungen, mit einer geogra- 
phischen Gradmessung und mit anderen wissenschaftlichen 
Arbeiten beschäftigte. Das Wort Algorithmus ist ge- 
bildet durch Übertragung seines Zunamens auf ein Werk 
von ihm über die Rechenkunst, in dem Regeln für das 
Rechnen mit Zahlen, die nach dem Positionssystem ge- 
schrieben sind, gegeben werden, ist dann weiter auf Werke 
übertragen worden, die später die indische Art zu rechnen 
in Europa verbreitet haben, und von da aus endlich auf 
diese Art zu rechnen selbst. Das angeführte Werk kennt 
man durch eine lateinische Übersetzung, die mit den 
Worten <üDixii Algorithmi» beginnt, und worin Erklä- 
rungen von der Zahlenschreibung und den vier Species 
in ganzen Zahlen und einfachen Brüchen gegeben werden. 
Verdoppelung und Halbierung werden als besondere Rech- 
nungen aufgestellt. Für die drei ersten Rechnungsarten 
wird . die Neunerprobe genannt. Alles wird in Worten 
erklärt und die benutzten Beispiele werden — wenigstens 
in dem überlieferten lateinischen Text — nicht durch 
mit Ziffern geschriebene Zahlen erläutert, sondern die 
Zahlen werden in Worten dargestellt oder mit römischen 
Zahlzeichen. Es fehlt die Erklärung von dem, was man 
bei der Subtraktion zu thun habe, wenn eine Ziffer des 
Subtrahendus grösser ist als die entsprechende des Minnen- 
dus. Nach allem diesem wird es begreiflich, dass die 
indische Rechenkunst durch die Übersetzung dieses Werkes 
nicht sofort in Europa recht zugänglich werden konnte. 

• 

Seine Entstehung bei den Arabern ist jedoch ein Zeugnis 
dafür, dass die indische Rechenkunst nunmehr bekannt 
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war. Sie konnte sich dann mit Hülfe dieses Buches ver- 
breiten, wenn es gehörig erklärt wurde; der Verfasser be- 
zeichnet diese Art zu rechnen ausdrücklich als indisch. 

Ebensowenig ist der Verfasser Schuld daran, dass 
man ihm später die Begründung der Algebra hat zuschrei- 
ben wollen. Er berichtet, dass Almamün ihn aufgefordert 
babe ein kurzes Werk über Aldschebr und Almukäbala 
zu schreiben, das sich auf das Leichteste und Gebräuch- 
lichste in der Arithmetik und ihren praktischen Anwen- 
dungen beschränke. Die beiden Worte, von denen er es 
sogar überflüssig findet eine Erklärung zu geben, müssen 
also etwas bedeuten, das im voraus in weiterem Umfange 
bekannt war. Nach der sprachlichen Bedeutung der Worte 
und dem Zusammenhange, in dem sie gebraucht werden, 
bedeutet das erste die Operation, Glieder, die von der 
einen von zwei gleichen Grössen abgezogen werden sollen, 
zu der anderen hinzuzulegen, so dass die beiden gleichen 
Grössen jede nur positive Glieder enthalten. Das andere 
bedeutet die Operation, GHeder derselben Art, nämlich 
einfache Zahlen, Unbekannte und ihre Quadrate, zusammen- 
zuziehen. Der Name für die erste von diesen Operationen, 
mit der die Behandlung der Gleichungen beginnen sollte, 
ist also auf die gesammte Lehre von den Gleichungen 
übertragen worden. Diese Lehre — und späterhin nament- 
lich ihre Behandlung durch eine Zeichensprache, ja im 
allgemeinen die Lehre von Operationen mit Grössen mit- 
tels einer Zeichensprache — hat also einen Namen be- 
kommen, der eigentlich einer einzelnen algebraischen Ope- 
ration angehörte, die nicht einmal mehr auf diese Weise 
benutzt wird. Nun legen wir nämlich keinen Wert mehr 
darauf lauter positive Glieder auf jeder Seite des Gleich- 
heitszeichens zu erhalten, so wie die Griechen, Araber 
und ihre nächsten em'opäischen Nachfolger es thaten. 
Wie alles, was von den griechischen Mathematikern her- 
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rührt, hatte diese Operation indessen einen vernünftigen 
Grund. Man wollte sich nämlich durch diese Anordnung 
versichern, dass die Grössen, die man gleichsetzte, positiv 
waren, welchen (positiven) Wert die Unbekannte auch er- 
halten würde, denn man erkannte nur positive Grössen an. 
Was wir in dem erwähnten Werke finden, ist na- 
mentlich die Behandlung von Gleichungen zweiten Grades 
und die Anwendung von diesen und von Gleichungen 
ersten Grades. Alles wird in Worten dargestellt, 
indem die Unbekannte während der Behandlung «Wurzel» 
oder «Ding» genannt wird, ihr Quadrat einfach «Quadrat». 
Die Lösung von Gleichungen zweiten Grades wird durch 
geometrische Algebra gezeigt, doch zum Teil durch andere 
Figuren wie bei Euklid. So wird die Gleichung 

durch folgende Figur gelöst. An die vier Seiten des un- 
bekannten Quadrates x'^ werden Rechtecke mit den Höhen 

— angelegt. Wenn die einspringenden Ecken der dadurch 

ü 

gebildeten Figur durch Quadrate mit der Seite j aus- 
gefüllt werden, so soll das dadurch entstandene Quadrat 

(i d^ 

mit der Seite x-\- — den bekannten Wert b 4- -r- haben. 

2 4 

Diese Form der Lösung, die auch bei anderen arabi- 
schen Schriftstellern vorkommt, und die wenigstens eine 
von Euklid unabhängige Anwendung der geometrischen 
Algebra darstellt, kann vielleicht aus uns unbekannten 
griechischen Arbeiten herrühren, z. B. aus Hipparchs 
bereits erwähnter Schrift über Gleichungen. Dass das 
Werk jedoch keineswegs in allen Stücken eine Bearbei- 
tung eines griechischen Musters darstellt, sieht man aus 
den Anwendungen der Gleichungen auf praktische Ver- 
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hältnisse des Lebens, z. B. auf das den Arabern eigen- 
tfimliche Erbrecht. Gleichfalls muss angeführt werden, 
dass Muhammed ihn Müsä ebenso wie die Inder der 
Gleichung x^-\-a^=bx zwei Wurzeln beilegt. Ausser 
dem griechischen Werte jr = y und dem möglicherweise 
griechischen Werte jr = 3,1416 kennt er den indischen 
Wert \/l(), ein Zeugnis dafür, dass er nicht das Zahlen- 
Jahnen allein von den Indern gelernt hat. 

Was die Auflösung der Gleichungen zweiten Grades 
J^trifft, so sieht man, dass Muhammed ibn Müsä nur 
<iasselbe bringt, was sich bei griechischen Schriftstellern 
findet. Dass spätere Geschlechter dieses bei ihm, nicht 
*'>er immer bei den griechischen Schriftstellern, als sie 
voix neuem bekannt wurden, haben finden können, beruht 
darauf, dass er Zahlenbeispiele zu den allgemeinen, in 
göometrischer Form dargestellten Lösungen hinzufügt, wäh- 
^Ud Euklid sich damit begnügt diese zu geben, Hero 
^^ einige numerische Anwendungen giebt, und Diophant 
die Lösung, die er aufstellt, nicht beweist. 

Machen wir nun einen Sprung bis zu der Zeit um 
das Jahr 1000, so treffen wir auf zwei sehr verschiedene 
Behandlungen der Arithmetik und des Rechnens. Aus 
der einen, die von Alnasawi herrührt, sehen wir, dass 
damals grosse Fortschritte in der Benutzung der indischen 
Rechenmethode gemacht waren und damit im ganzen in 
geregelter Darstellung und Behandlung von Zahlengrössen. 
So giebt es Bezeichnungen für Brüche, die mit unseren 
Ziffern — denn die Zahlzeichen sind nicht überall die- 
selben, wo das Positionssystem benutzt wird — aussehen 
würden wie in den folgenden Beispielen: 

15 

-^= 1; 15/g= 7. 
11 19 
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Da sich aus dem hier erwähnten Buche ergiebt, wie 
gut die indische Rechenmethode eingedrungen und ver- 
standen war, so ist es überraschend, zu derselben Zeit 
und an demselben Orte ein Rechenbuch von dem bedeu- 
tenden Mathematiker Alkarchi entstehen zu sehen, in 
dem sich gar nichts von der indischen Ausführung der 
Zahlenrechnungen findet. Dagegen werden die Zahlen in 
Worten mitgeteilt, und selbst weitläufige Rechnungen 
werden ohne Benutzung der ZifEern ausgeführt. Das 
scheint auf einen principiellen Widerstand gegen die in- 
dische Rechenmethode hinzudeuten, und man hat die 
recht wohl annehmbare Vermutung aufgestellt, dass dieser 
von den scharfen Gegensätzen zwischen religiösen Sekten 
herrühren könne. Neben solchen Erklärungen darf man 
jedoch nicht unterlassen zu prüfen, ob der Unterschied 
zwischen Alnasawi und Alkarchi nicht auch in dem 
verschiedenen Ziel, das sie sich stecken, liegen kann. 
Der erste hat eben die Regeln für die einfachste praktische 
Ausführung von Zahlenrechnungen geben wollen; der 
zweite dagegen hat ein wissenschaftliches Werk über 
Zahlen und die Benutzung von Zahlen schreiben wollen, 
und da hat er mit gutem Grunde seinen Ausgangspunkt 
bei den Griechen und nicht bei den Indern gesucht. 
Wenn er dennoch die Regula de tri der Inder mitnimmt, 
so giebt er ihr eine sichere Grundlage in Euklids Pro- 
portionslehre. Wenn er es unterlässt solche mechanische 
Hülfsmittel mitzuteilen, die wirklich dazu dienen können 
die vorliegenden Zahlenrechnungen zu bewältigen, so geht 
er nicht einmal so weit wie Euklid, der nicht mir ganz 
von den mechanischen Hülfsmitteln schweigt, die man 
auch zu seiner Zeit gehabt haben muss, sondern auch 
nicht ein einziges Zahlenbeispiel giebt. Dass Alkarchi 
dennoch Veranlassung findet eine Anzahl griechischer 
"''=»'thoden des Rechnens zu erklären, die weit hinter den 
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indischen zurückstehen, kann von seiner Bewunderung 
för die Griechen herrühren. Diese kann ihm ein theore- 
tisches Interesse für den Zusammenhang dieser Rechen- 
Daethoden verliehen haben, das man für die indischen 
Bechenmethoden noch nicht besass. 

Wie nun auch der Unterschied zwischen den beiden 
Schriftstellern zu erklären sein mag, immerhin zeigt er, 
^asß die Verschmelzung der griechischen und indischen 
^träge zu Mathematik und Rechnen Zeit erforderte, 
^de Bücher zeigen jedoch zugleich, dass man jetzt beide 
^^ i*echt bedeutendem Umfange zu seiner Verfügung hatte. 
Dass auch Alkarchi jedenfalls verstand mit Zahlen 
^zxigehen, und zwar unter Benutzung anderer mechani- 
ficl^er Hülfsmittel als in seinem Rechenbuche zu finden 
^d, das geht teils aus den weitläufigen Rechnungen her- 
^^^9 die sich immer noch in diesem Buche finden, teils aus 
seuxem bedeutenderen algebraischen Werke Alfachri, wie 
^ wahrscheinlich nach einer Person genannt ist. In 
diesem zeigt er sich als ein hervorragender Schüler von 
Diophant, der nicht nur in grossem Umfange dessen 
Untersuchungen und Beispiele wiedergiebt, sondern zu- 
gleich selbst bedeutende Fortschritte macht. In dieser 
Beziehung lässt sich anführen, dass er Diophants Zeichen- 
sprache erweitert, ja sogar an einzelnen Stellen Zeichen 
für zwei Unbekannte benutzt; dass er vollständigere Re- 
geln für das Rechnen mit Grössen giebt, in denen eine 
Unbekannte vorkommt, und dass er viele andere Beispiele 
behandelt als diejenigen, die -sich bei Diophant finden, 
ja dass er sich sogar auf neue Arten von unbestimmten 
Angaben einlässt. Als Beispiel hierfür mögen die Glei- 
chungen 

angeführt werden ; setzt man y^=mxy z = nx^ so folgt 



304 Das Mittelalter: 

x = m^ — a = n^ — 6, 
wo m* und n^ willkürlich gewählte Quadratzahlen mit 
der Differenz a — b sind. 

Grösseres Gewicht jedoch wollen wir auf die mehr 
begriff smässigen Fortschritte legen, die wir antreffen. 
Damit diese verstanden werden können müssen wir be- 
merken, dass Alkarchi sich nicht nur Diophants prak- 
tische Behandlungsmethoden angeeignet hatte, sondern 
dass er auch, wie er ja bereits in seiner Arithmetik ge- 
zeigt hatte, ein vollkommenes Verständnis von dem hatte, 
was nach griechischer Denkweise für einen Beweis erfor- 
derlich war. Geometrische Beweise, die ja die einzige 
Form für allgemeingültige Beweise waren, giebt er jedoch 
nur für Lösungen von Gleichungen zweiten Grades, und 
selbst da bewegt er sich mit grösserer Freiheit als die 
Griechen, da er in einem von diesen Beweisen x^ und 
ax durch Strecken darstellt, etwas, was ein griechischer 
Schriftsteller in einem Beweise nur indirekte dadurch 
würde machen können, dass er x^ und aa? in Rechtecke 
mit derselben Seite verwandelte. Er begnügt sich indessen 
damit die meisten Regeln durch ein einziges Beispiel zu 
erläutern, das zeigen soll, wie sie .aus den Rechnungen 
selbst hervorgehen. Ja er bemerkt sogar ausdrücklich, 
dass man sich auf das Verständnis der Regeln für alge- 
braisches Rechnen vorbereiten müsse durch die allgemeinen 
arithmetischen Regeln, die er in seinem früherem Werke 
gegeben habe. Er verspricht derartige arithmetisch-alge- 
braische Regeln in grösserem Umfange in einem Werke 
zu geben, das wir nicht besitzen. 

An und für sich liegt vielleicht nichts Neues in diesen 
Betrachtungen, denn das wirkliche Rechnen mit rationalen 
Zahlen musste auch für die Griechen in vielen Beziehungen 
das Vorbild für die geometrische Behandlung gewesen 
sein, durch die sie es dahin brachten, dass dieselben 
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Operationen irrationale Grössen am&Lssten. Von grosser 
Bedeutung aber ist es, dass diese Betrachtungen ausdrück- 
lich hervorgehoben werden. Dies zeigt sich bei Alkarchi 
in der Freiheit, mit der er irrationale Wurzelgrössen be- 
handelt. Diese werden allerdings nicht durch 2ieichen 
dargestellt, sondern in Worten, die den Benennungen von 
Potenzen mit demselben Exponenten entsprechen; aber 
wie bei den Indem wird ausdrücklich gezeigt, wie man 
mit ihnen rechneu kann, nämlich teils wie sie multipli- 
eiert und dividiert werden können, welchen Wert die Po- 
tenz auch haben mag, teils wie Quadrat- und Kubikwur- 
zeln addiert und subtrahiert werden können, wenn die 
Potenzen ähnliche ebene oder räumliche Zahlen sind. 
Die letzten Sätze werden nicht dadurch bewiesen, dass 
rationale Faktoren mittels der ersten Sätze ausserhalb des 
Wurzelzeichens gebracht werden, sondern durch Anwen- 
dung der Formeln für (a + b)^ und {a + b)^. 

Wir sehen also, dass Alkarchi mit irrationalen 
Wurzelgrössen rechnet, oder mit anderen Worten, 
dass er sie auch als Zahlen auffasst. Indirekt thut er 
das auch dadurch, dass mehrere von seinen bestimmten 
Gleichungen zu irrationalen Wurzeln führen, dass also 
in den Gleichungen, die zu diesen geführt haben, die 
Zeichen, die unserem x^ entsprechen, Potenzen von irra- 
tionalen Zahlen darstellen, während Diophant stets vor- 
aussetzt, dass X eine rationale Zahl sein soll. Nun haben 
wir allerdings gesehen, dass die Inder ohne Skrupel mit 
irrationalen Zahlen rechneten, aber diesen ist Alkarchi 
wissentlich kaum gefolgt. Von Bedeutung bleibt es, dass 
wir hier dasselbe von einem Manne thun sehen, der von 
den griechischen Schriftstellern her vollkommen mit dem 
Begriffe des Irrationalen vertraut ist, und der durch die 
Weise, wie er zwischen den geometrischen Beweisen und 
den arithmetischen Erklärungen unterscheidet, zu erkennen 

20 
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giebt, dass er sich bewusst ist, dass die letzteren keine 
allgemeingültigen Begründungen liefern. Als Schüler der 
Griechen konnten die Araber deshalb nicht bei den arith- 
metischen Erklärungen stehen bleiben. Das sehen wir 
aus der Algebra, die uns von dem angesehenen arabischen 
Mathematiker 'Omar Alchaijämi, der im Uten Jahr- 
hundert lebte, hinterlassen ist. Dieser setzt seine Erklä- 
rungen von der Bedeutung der irrationalen Wurzelgrössen 
in direkte Verbindung mit den strengen griechischen Be- 
grifEen. Er unterscheidet zwischen arithmetischen und 
geometrischen Auflösungen von Gleichungen. Die ersten 
will er nicht nur — wie Diophant, und was in diesem 
Zusammenhange ausreichend sein würde — rational haben, 
sondern auch ganz. Da sich mit diesen Grössen rechnen 
lässt, so ist ein arithmetischer Beweis für die Richtigkeit 
solcher Auflösungen ausreichend. Die Auflösungen der 
zweiten Art können irrational sein, und deshalb müssen 
sie geometrisch dargestellt werden und verlangen einen 
geometrischen Beweis. Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
werden dann durch die von den Griechen her bekannten 
Konstruktionen von einer und zwei mittleren Proportio- 
nalen dargestellt. Für Wurzelgrössen höherer Ordnung 
lässt sich, weil der Raum nur drei Dimensionen hat, 
keine geometrische Darstellung durchführen, und eine 
andere allgemeine Darstellung kennt Alchaijämi nicht. 
Bei der Bildung von Potenzen höherer Ordnung weist er 
dagegen in Übereinstimmung mit Euklids Proportions- 
lehre auf die Bildung zusammengesetzter Verhältnisse hin, 
wodurch auch indirekt eine Erklärung von dem gegeben 
wird, was die irrationalen Wurzelgrössen höherer Ord- 
nung, die wir bei Alkarchi getroffen haben, bedeuten 
müssen. Alchaijämis Auffassung, deren theoretische 
Bedeutung Alkarchi vermutlich auch anerkannt haben 
würde, ist also vollkommen griechisch. 
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Was die Berechnung von Wurzelgrössen betrifft, so 
verweist Aicha ijämi auf das Ausziehen der Quadrat- und 
Kubikwurzel bei den Indem, und fügt hinzu, dass er 
selbst anderswo — dann aber in einem unbekannten 
Werk — Regeln für das Ausziehen von Wurzeln mit 
einem beliebigen Exponenten gegeben habe. Dazu muss 
er sicherlich Binomialkoefficienten für ganze Exponenten 
gekannt haben, muss also mit den Regeln für die Bildung 
dieser Koefficienten bekannt gewesen sein. Er sagt, dass 
er das Ausziehen dieser Wurzeln nur arithmetisch gezeigt 
habe. Dann hatte es für ihn auch nur Gültigkeit, wenn 
es sich mit Genauigkeit ausführen Hess. Ohne dies hat 
er ja nach dem Vorhergehenden dessen wirkliche Bedeu- 
tung sogar nur angedeutet. Indessen ist es klar, dass 
sowohl das Ausziehen solcher Wurzeln wie dasjenige von 
Quadrat- und Kubikwurzeln sich auch für eine genäherte 
Berechnung irrationaler Wurzeln benutzen lässt. Als Bei- 
spiel für die Beschäftigung mit genähertem Wurzelaus- 
ziehen können wir im übrigen anführen, dass Alkarchi 
für y a^ + r, wenn a die nächst kleinere ganze Zahl ist, 

a + 7; 7—T- als weiteren Näherungswert angiebt. Diesen 

2a-\- 1 

Wert erhält man, wenn man die Regel der zwei falschen 
Ansätze (S. 275) oder die Interpolation zwischen a und 
a + 1 anwendet. 

Wie verschieden die hier erwähnte Beschäftigung mit 
Wurzelgrössen bei Alkarchi und Alchaijämi auch sein 
mag, so musste sie doch dazu beitragen bei den Arabern 
ein Problem hervorzuziehen, welches durch die griechische 
Behandlungsweise etwas verdeckt worden war, nämlich 
die Lösung der kubischen Gleichung durch Quadrat- und 
Kubikwurzeln. Wenn die Griechen sich auch möglicher- 
weise in älteren Zeiten mit dieser Aufgabe beschäftigt 
haben, so musste sie doch etwas von ihrem Interesse da- 

20* 
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durch verlieren, dass • man die kubischen Gleichungen 
direkt durch eben dieselben geometrischen Mittel lösen 
konnte, die gleichfalls zu einer allgemeingültigen Darstel- 
lung der Kubikwurzel dienen mussten, nämlich das Durch- 
schneiden von Kegelschnitten. Ja wie wir gesehen haben, 
verschwand das Interesse dafür, so wie Archimedes es 
gethan, Aufgaben auf kubische Gleichungen zurückzu- 
führen, da man sah, dass man auch ohne eine solche 
Zurückführung Aufgaben durch eben dieselben Hülfsmittel 
lösen konnte. 

Es gelang den Arabern nun allerdings nicht die Lö- 
sung der kubischen Gleichung zu finden, aber das Inter- 
esse, das sie ihr bewiesen, tritt in zahlreichen Unter- 
suchungen hervor. Der wichtigste Ausgangspunkt für 
diese Untersuchung war teils Archimedes* Aufgabe von 
der Kugelteilung, teils die alte Auflösung dieser Aufgabe 
durch Kegelschnitte (vergl. 8. 217 ff.), von der man an- 
nimmt, dass sie von Archimedes oder doch aus seiner 
Zeit stammt. Da diese, wie wir gesehen haben, allie Glei- 
chungen von der Form 

x^ -\- ax^ -\-b = 

umfasst oder doch leicht dahin gebracht werden kann 
sie zu umfassen, da ferner die Bedingung für gleiche 
Wurzeln ausdrücklich angegeben wird, und da man leicht 
entweder die allgemeine Gleichung dritten Grades auf 
diese Form zurückführen oder sie wesentlich auf dieselbe 
Weise behandeln kann, so waren auf diesem Punkte be- 
sonders grosse wissenschaftliche Schwierigkeiten nicht zu 
überwinden. Die Araber führten indessen die Untersuchung 
der kubischen Gleichungen insofern weiter, als sie Ein- 
teilungen der Gleichungen dritten Grades aufstellten, teils 
nach den Vorzeichen der Koefficienten, teils nach den 
Werten von diesen, die zu mehr oder weniger Wurzeln 
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führen. Die vollständigste von diesen Einteilungen findet 
sich in 'Omar Alchaijämis Algebra. Für den einzelnen 
Fall wird gezeigt, wie die Aufgabe sieh durch Kegelschnitte 
lösen lässt und wie viele Wurzeln sie erhält, d. h. posi- 
tive Wurzeln, denn nach anderen fragen die Araber nicht. 
Alchaijämis Einteilung leidet jedoch an Mängeln, die 
davon herrühren, dass er nicht den Diorismus genau an- 
giebt, der bei der griechischen Behandlung die Haupt- 
ausbeute aus der Lösung durch Kegelschnitte ist. Anderen 
arabischen Schriftstellern, namentlich Alkühi, gehngt 
dies besser im Anschluss an das durch Eutokius über- 
lieferte Manuskript. 

Dadurch dass die Gleichungen dritten Grades be- 
stimmter hervorgezogen wurden als es in der jetzt und 
damals überlieferten griechischen Geometrie der Fall war, 
wurden sie auch ein mehr bestimmtes Durchgangsglied 
für die Lösung von anderen Aufgaben, sowohl von solchen, 
die von den Griechen her vorlagen, als auch von neuen. 
Unter den ersteren fand namentlich die Dreiteilung des 
Winkels eine grosse Menge von Auflösungen. So haben 
wir diejenige, die man wegen ihres Zusammenhanges mit 
den archimedischen Hülfsätzen vielleicht dem Archi- 
medes zuschreiben darf (S. 79), von den Arabern erhalten. 
Alkühi fand auch die Lösimg der Aufgabe, einen Kugel- 
abschnitt aus seinem Volumen und seiner krummen Ober- 
fläche zu bestimmen, und schloss daran eine Begründung 
des zu dieser Aufgabe gehörigen Diorismus, den Archi- 
m^des am Schlüsse des 2ten Buches über die Kugel und 
den Cylinder mitteilt (vergl. S. 185 und 220). 

Da es den Arabern nicht gelang, eine allgemeine 
Lösung der Gleichungen dritten Grades durch W^urzel- 
grössen zu finden, so mussten sie, wenn praktische Be- 
rechnungsaufgaben auf Gleichungen dritten Grades führten, 
sich an eben diese halten — was im übrigen ja auch 
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jetzt noch leichtere Mittel für die Berechnung liefert als 
die Anwendung der allgemeinen Lösung — . Ein sehr 
hübsches Beispiel für eine numerische Berechnung einer 
Wurzel einer kubischen Gleichung ist uns erhalten ge- 
blieben. Sie rührt wahrscheinlich von dem Arzte Alkäschi 
aus dem löten Jahrhundert her, und geht darauf aus 
sin 1® zu finden, der, da sin 3® bekannt ist, von einer 
Gleichung von der Form 

abhängt. Da x klein ist, so kann man es mit einer ge- 
wissen Annäherung gleich — setzen. Für diese Grösse 

wird ein solcher Näherungswert a berechnet, dass der 
Divisionsrest R klein von derselben Ordnung wie a^ wird ; 
dann wird x = a-\- y gesetzt oder 



a + y^i^+jl + Q^ 



y p 

(a + yY 4- R 
woraus y = ^^ . 

Da der Rest /?, der von derselben Ordnung ist wie 
a^, im Vergleich zu a'^y gross ist, so kann man in einer 
angenäherten Berechnung die Glieder im Zähler, die y 
enthalten, fortlassen, und man erhält dann mit einer 
neuen Annäherung 

y=—^ = ^ + p 

Dann wird in die genaue Gleichung y =zh-\- z ein- 
gesetzt, worauf wieder z auf ähnliche Weise mit Annähe- 
rung bestimmt wird. — Die Brüche werden als Sexagesi- 
malbrüche dargestellt. 
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Das Ziel der hier angeführten Berechnung gehört 
unter die Trigonometrie, mit der wir uns bald beschäftigen 
werden; aber bevor wir die Arithmetik, Algebra und 
Zahlentheorie der Araber verlassen, bei denen wir bis 
dahin namentlich die verschiedenen allgemeinen Auffas- 
sungen berücksichtigt haben, wollen wir einige Proben 
von den Resultaten mitteilen, die innerhalb dieser Gebiete, 
namentlich in der Zahlentheorie gewonnen sind. Im 9ten 
Jahrhundert hat Thäbit ihn Kurra, im Anschluss an 
Euklids Bestimmung von «vollkommenen Zahlen» (S. 158), 
Regeln gegeben für die Bestimmung solcher Zahlen, die 
die Pythagoreer «befreundete Zahlen» nannten, d. h. 
solche, von denen die eine gleich der Summe der Fak- 
toren der anderen ist. Die Regel lautet f olgendermassen : 
Sindp = 3.2»— 1, g = 3.2»-i — 1, r = 9.22«-i — 1 
lauter Primzahlen, so sind 2^ ,p .q und 2 " . r befreundete 
Zahlen. 

Vom loten Jahrhundert an haben die Araber sich 
mit den sogenannten Zauberquadraten beschäftigt; bei 
diesen werden die dazu sich eignenden Zahlen so in Qua- 
draten zusammengestellt, dass die Summen der Zeilen, 
Kolumnen und Diagonalen gleich gross sind. Das älteste 
Beispiel für ein solches Zauberquadrat findet sich in einer 
vielleicht 4 — 5000 Jahre alten chinesischen Tafel; 
es ist 

8 3 4 
1 5 9 
6 7 2. 

Die Araber bildeten auch Zauberquadrate aus den 
Zahlen bis 16, 25 und 36, und gaben an, dass ähnliche 
sich aus den Zahlen bis 49, 64 und 81 bilden Hessen. 
Übrigens haben indische und byzantinische Mathematiker 
sich auch mit demselben Gegenstand beschäftigt. 
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Von grösserem mathematischen Interesse ist ein zahleu- 
theoretischer Satz, den Alchodschandi ungefähr um das 
Jahr 1000 fand, dass nämlich die Gleichung x^ +^^ =s^ 
sich nicht rational lösen lässt. 

Bei Alkarchi trifft man die von den Griechen her 
bekannten Summationen von l^-j-^^ + ^^-f---- ^ 
13_|_28-|-38_|__ Mit dem Beweise für die erste kann 
er jedoch nicht fertig werden; er kennt also nicht den 
Beweis von Archimedes. Für die zweite giebt er da- 
gegen den Beweis, den wir anführten, als wir von der 
Bekanntschaft der Griechen mit diesem Satze sprachen 
(S. 245). Dagegen bedeutet es einen wirklichen Fort- 
schritt, wenn der bereits genannte Alkäschi die Reihe 
1* + 2^ + 3* + . . . + r* summiert; als Summe giebt er an 

(" + " + ■■■ + '•'-' +(1 + 2 + ... + .)). 



((l^ + 22 + ... + r^). 



3. Die Trigonometrie der Araber. 

Ein Gebiet, auf dem man den Arabern bei ihrem 
Vertrautsein mit griechischer Geometrie und indischer 
Rechenkunst umfassendere Fortschritte zu verdanken hat, 
ist die berechnende Geometrie oder die Trigonometrie, 
wie wir sie jetzt um so mehr nennen können, als die 
Araber wie die Inder Sinustafeln statt der Sehnentafeln 
des Ptolemäus benutzten. Da der Name sinus auch 
insofern indischen Ursprung hat, als er die richtige latei- 
nische Übersetzung eines arabischen Wortes ist, das durch 
Entstellung des indischen Wortes für sinus entstanden 
war, so können die Inder allerdings Veranlassung zu 
dieser Änderung gegeben haben, aber die Araber haben 
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ihre Trigonometrie der Hauptsache nach nicht von ihnen 
gelernt. Die Änderung ist nämlich ausdrücklich von dem 
Astronomen Albattäni eingeführt als eine Erleichterung 
der vom Almagest her bekannten Berechnungsmethoden. 
Bei der Berechnung der Tafel kam es nun namentlich 
darauf an sinl^ oder sin^^ zu finden, die sich ja nicht 
durch quadratische Gleichungen bestimmen lassen. Wir 
haben soeben eine von einem späteren Schriftsteller be- 
nutzte numerische Lösung der dazu dienenden kubischen 
Gleichung kennen gelernt. Früher benutzte man sowohl 
hier wie später bei der Berechnung von sin 10' eine 
Interpolation zwischen solchen sinuSy die sich durch 
Quadratwurzeln ausdrücken liessen, und die im wesent- 
lichen von derselben Art war wie diejenige, wodurch 
Ptolemäus die Sehne von 1® fand. Eine solche wendet 
z. B. der grosse Astronom und Mathematiker Ab ül Wafä 
in der zweiten Hälfte des lOten Jahrhunderte an. Die 
Araber blieben indessen nicht bei Sinustafeln stehen, 
sondern Abül Wafä berechnete zugleich Tangenten- 
tafeln. Was die Genauigkeit der Tafeln betrifft, so 
gelangte man zu Sinustafeln von 10 zu 10 Minuten mit 

der Fehlergrenze — ^. AbülWafäs Tangententafeln haben 

sogar die Fehlergrenze ^rr^. 

Was nun die Anwendung der Tafeln betrifft, so 
finden wir bereits bei Albattäni die Formel 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A. 

Im übrigen hielt man sich der Hauptsache nach 
an Ptolemäus' Formeln (vergl. S. 234), die für die Be- 
nutzung von Sinustafeln umgeformt worden waren. Ge- 
wöhnlich geschieht dies ohne Aufstellung eines Beweises. 
Beweise, die zugleich von Ptolemäus' Anwendungen 
des sogenannten Theoremes von Menelaus abweiche 
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finden wir bei Dschäbir ibn Aflah, bekannter unter 
dem Namen Geber, der im Uten Jahrhundert in 
Sevilla in Spanien lebte. Ihm gebührt zu gleicher 
Zeit die Ehre, die zu dem rechtwinkeligen sphärischen 
Dreieck gehörenden Formeln durch eine Relation zwischen 
zwei Winkeln und einer Seite ergänzt zu haben. Diese 
wird durch dieselbe Figur gefunden, die Ptolemäus 
benutzte, in der DEF ein grösster Kreis ist, der zum 
Pol den Scheitelpunkt des Winkels A in dem bei B 
rechtwinkeligen Dreieck ABC hat. Das gleichfalls recht- 
winkelige Dreieck DEC hat 
nämlich den Winkel C mit 

ABC gemeinsam, und DE^ 
900 _^, CZ) = 90^ — a woraus 

folgt , dass cos A = cosa sin C. 
Dieser Satz heisst derGebersche. 
Geber ist der einzige West- 
araber, von dem zu sprechen 
wir Veranlassung haben. Von 
der westarabischen Mathematik, 
die sich am unmittelbarsten zu den europäischen Volker- 
sahaften verbreitete, wollen wir im übrigen nur bemerken, 
dass die arithmetisch-algebraische Behandlung sich hei 
ihr mehr als bei den ostarabischen Schriftstellern von den 
von den Griechen herrührenden geometrischen Formen 
befreite. Hiermit waren einige Erweiterungen in der Be- 
nutzung mathematischer Zeichen verbunden, beispielsweise 
die Einführung eines Zeichens für die Quadratwurzel- 
Die Ehrfurcht vor den griechischen Schriftstellern dauerte 
jedoch bei den Westarabern fort, so dass man durch 
diese in Europa die griechischen Schriftsteller kennen 
lernte, wenn auch bedeutend langsamer, als es geschehen 
wäre, wenn man die Ostaraber zu Lehrern gehabt hätte, 
'"'^für kam Rechnen, Arithmetik und Algebra in leichter 
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zugänglichen Formen nach Europa. Die höchste Vor- 
stellung von der Matkematik der Westaraber erhält man 
durch ihren ersten grossen europäischen Schüler Leo- 
nardo von Pisa: denn ein wie grosses mathematisches 
Genie er auch selbst sein mochte, der Umfang seiner 
Kenntnisse zeugt dennoch auch sowohl von der Tüchtig- 
keit seiner Lehrer, als auch von ihrem umfassenden 
Wissen und ihrer genauen Bekanntschaft mit der älteren 
arabischen und dadurch auch mit der griechischen 
Mathematik. 



4. Erstes Wiedererwachen der Mathematik 

in Europa. 

Es kann nicht unsere Absicht sein uns hier mit 
Einzelheiten in der bescheidenen Entwickelung zu be- 
schäftigen, die das von den Römern empfangene Rechnen 
auf dem Abacus in den Klöstern erfuhr, oder mit den 
Wegen, auf welchen andere Mittel des Rechnens und 
eine bessere Mathematik als die von den Römern über- 
lieferte von den Arabern her in Europa eindrang. Wenn 
wir jedoch nun den grössten europäischen Mathematiker 
des Mittelalters, Leonardo von Pisa, etwa 1200, be- 
sprechen wollen, so müssen wir, um ihm den rechten 
Hintergrund zu geben, bemhren, wie weit man zu seiner 
Zeit sonst in Europa gekommen war. Damals lagen 
Übersetzungen aus dem Arabischen vor von Rechenbüchern 
(«Algorithmen»), von einer Algebra mit Gleichungen vom 
ersten und zweiten Grade, ja von Euklids Elementen 
und Ptolemäus' Almagest; aber die einzelnen hand- 
schriftlichen Exemplare waren rein äusserlich nur äusserst 
wenigen zugänglich, und das wirkliche Eindringen in 
den Inhalt und das Vermögen ihn zu benutzen war bei 
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diesen gewiss auch sehr begrenzt. Das algorithmische, 
d. h. indische Rechnen war bereits damals im Begriff 
etwas Verbreitung in gelehrten Kreisen an mehreren 
Orten zu gewinnen, während andere das Rechnen auf 
dem Abacus benutzten, zu dessen Förderung einige Jahr- 
hunderte früher Gerbert, der spätere Papst Sylvester II 
beigetragen hatte, und bei dem man nun wohl meistens 
die Zahlzeichen auf die eingeteilten Kolumnen schrieb 
(S. 293). Der Unterschied zwischen den beiden Rechen- 
methoden bestand also darin, dass die algorithnaisöhe 
durch Benutzung des Zeichens die Einteilung in Kolumnen 
entbehren konnte. An die verschiedenen Rechenmethoden 
knüpften sich übrigens verschiedene Traditionen, darunter 
die für die Algorithmiker etwas herabsetzende, dass 
sie dauernd dem Muh am med ihn Müsä darin folgten, 
Verdoppelung und Halbierung als besondere Rechnungs- 
arten auszuscheiden. Dagegen hatten sie den Vorzug, 
dass sie nicht* nur wie die Abacisten Quadratwurzeln, 
sondern auch Kubikwurzeln kannten. Die Algorithmiker 
benutzten Sexagesimalbrüche, während die Abacisten zum 
Teil fortfuhren die vom Müntzsystem der Römer stammende 
Zwölf teilung zu gebrauchen. 

Leonardo Fibonacci, das heisst Sohn des Bo- 
naccio, wie man ihn oft nach dem Beinamen seines 
Vaters nennt, stammt aus der wichtigen Handelsstadt 
Pisa, wo er frühzeitig das Rechnen auf dem Abacus 
lernte. Auf Geschäfts- (oder vielleicht Dienst-) reisen 
besuchte er dann Ägypten, Syrien, Griechenland, Sicilien 
und die Provence, wobei er sich weiter in Rechenkunst 
und Mathematik ausbildete. Was er auf diese Weise 
lernte, das suchte er dem «lateinischen Volksstamme» 
durch sein umfangsreiche Werk Liher ahaci zugänglich 
zu machen, in dem er mit überlegener Tüchtigkeit zahl- 
reiche Beispiele so zu sagen für alles Rechnen giebt und 



4 Erstes Wiedererwachen der Mathematik in Europa. 317 

behandelt, auf das wir bis dahin getroffen sind: Rechnen 
mit ganzen Zahlen, die nach dem Positionssystem geschrie- 
ben sind, und mit Brüchen; alle Arten kaufmännisches 
Rechnen; Lösung von Aufgaben, die auf eine Gleichung 
gebracht, von Gleichungen ersten Grades abhängen würden, 
mit Hülfe der beiden Regeln des falschen Ansatzes und 
der indischen Umkehrungsmethode; Differenzreihen erster 
und zweiter Ordnung; Aufgaben, die von Quotientenreihen 
abhängen, oder die, wie diejenige über die Vermehrung 
der Kaninchen, als Aufgaben über Zinseszinsrechnung 
gelöst werden; zum Teil solche, die von unbestimmten 
Gleichungen ersten Grades abhängen — ohne dass Leo- 
nardo jedoch wie die Inder bestimmte Regeln für ihre 
Auflösung giebt — ; Ausziehen der Quadrat- und Kubik- 
wurzel; endlich Aufgaben, die von bestimmten und un- 
bestimmten Gleichungen zweiten Grades abhängen. 

Der Name Liber abaci scheint nicht ganz dazu zu 
stimmen, dass Leonardo durchweg das Zahlzeichen 
gebraucht. Indessen weiss man, dass er selbst von vorn 
herein in der Benutzung des Abacus unterrichtet worden 
ist. Die indische Rechenkunst hat er dagegen direkt von 
den Arabern gelernt, und er ist ihr vielleicht kaum ein- 
mal in Europa begegnet, wo sie wohl nur in einzelnen 
geistlichen Kreisen bekannt gewesen ist. Dass er nicht 
ursprünglich Algorithmiker ist, ergiebt sich daraus, dass 
er, wie er sagt, selbst das Ausziehen der Kubikwurzel 
gefunden hat. Dies findet sich noch nicht bei Alkarchi, 
der von den bekannten arabischen Schriftstellern derjenige 
ist, von dem er am stärksten beeinflusst zu sein scheint. 
Von ihm hat er eine grosse Menge Aufgaben entlehnt, 
die er jedoch mit Selbstständigkeit behandet. Es stimmt 
auch zu Alkarchis angenäherter Berechnung einer 
Quadratwurzel (S. 307), wenn Leonardo eine weitere 
Annäherung an eine Kubikwurzel, von der die Anzahl 
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der Ganzen bereits gefunden ist, durch die Regel der 
zwei falschen Ansätze bestimmt. Ist ^a 4- r die gesuchte 
Kubikwurzel und sind a die darin enthaltenen Ganzen, 

so wird der Näherungswert a -f- 



Sa^ + Sa + 1 
Leonardos Darstellung ist im Liber abaci durchweg 
von wirkhchen Beweisen in geometrischer Form begleitet. 
Dasselbe ist der Fall mit seiner Practica geometrica, die 
unter anderem auch Anzüge aus den damals äusserst 
wenig bekannten stereometrischen Büchern Euklids ent- 
hält. Seine Beweise sind oft verschieden von denjenigen 
Euklids. Dadurch dass er überhaupt Beweise giebt, 
weicht er nicht nur von den geometrischen Arbeiten ab, 
die damals in Europa entstanden, sondern auch von vielen 
arabischen Schriftstellern. 

In den hier genannten Schriften macht Leonardo in 
klarer Form, die selbstständige Aneignung und freie Be- 
handlung verrät^ die wichtigsten vorher bekannten arith- 
metischen, algebraischen und elementar geometrischen 
Sätze zugänglicher als sie durch t^bersetzung werden 
würden, und erläutert namenlich die ersten durch zahl- 
reiche Beispiele. Sein eigenes Vermögen bedeutende 
Schwierigkeiten zu überwinden tritt dagegen am besten 
hervor in seinen Lösungen von einigen Aufgaben, die 
ihm in Gegenwart Kaiser Friedrichs TL vom Philosophen 
des Kaisers, Magister Johannes von Palermo, gestellt 
wurden. Die eine von diesen lief darauf hinaus eine 
Quadratzahl zu finden, die, um die Zahl 5 vermehrt oder 
vermindert, neue Quadratzahlen giebt, oder die Gleichungen 



y2 =x^ -f- ö^ 
z'^ =x^ — a 



(1) 



rational zu lösen, wenn a = 5. Die Gleichungen (1) waren 
von arabischen Mathematikern behandelt worden, 



4. Erstes Wiedererwachen der Mathematik in Europa. 319 

und diese hatten gefunden, dass sowohl x^ -^ a wie 
a?* — a Quadratzahlen sind, wenn 

Diese Resultate ergeben sich übrigens leicht ausDiophants 
gewöhnlicher Behandlung von «doppelten Gleichungen» 
(S. 251 ; siehe auch die erste Aufgabe S. 254) in Verbin- 
dung mit Euklids Bestimmung von rationalen rechtwinke- 
Hgen Dreiecken. Leonardo gelangt auf einem etwas ver- 
schiedenen Wege zu demselben Resultat, indem er den 
Satz benutzt, dass die Quadratzahlen Summen der ersten 
ungeraden Zahlen sind. 

Demnächst kommt es darauf an m und n so zu 
bestimmen, dass 

4:mn(m^ — n^) 

einen gegebenen Wert erhält, im vorliegenden Falle 5. 
Leonardo beweist zuerst, dass Zahlen von dieser Form, 
wenn m und n ganze Zahlen bedeuten, durch 24 teilbar 
sind. Um womöglich Gleichungen zu erhalten, die sich 
in ganzen Zahlen lösen lassen, muss man also die gegebenen 
Gleichungen mit einem solchen Quadrat multiplicieren, 
dass das neue a durch 24 teilbar wird. Leonardo 
multipliciert mit 12 ^ und findet, dass 

5 . 12« =4 . 5 . 4 (5 + 4) (5 — 4), 

wonach 41^ + 5. 12^ Quadratzahlen werden. Die gesuchten 
Quadrate findet man dann durch Division mit 12«; es 

In seiner sehr allgemein angelegten Untersuchung 
findet Leonardo Gelegenheit eine allgemeine Bestimmung 
von der Summe der ersten ungeraden Quadratzahlen bis 
zu einer gewissen Grenze hinauf zu geben. Leonardos 
Lösung bringt also mehr als wonach er gefragt ist. 
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Eine andere der gestellten Aufgaben verlangt a? ^i 
der Gleichung 

a?3 4-2a?2 4- 10a? = 20 

zu bestimmen. Leonardo findet zuerst, dass x zwischen 
1 und 2 liegt, also keine ganze Zahl sein kann. Darauf 
weist er nach, dass x kein rationaler Bruch sein kann, 
und auch keine von den irrationalen Grössen, die Bu- 
klid in seinem lOten Buche aufstellt. Den Inhalt dieses 
schwierigen Buches, das er studierte um darin eben 
möglicherweise Formen für exakte Ausdrücke für die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu finden, hat Leo- 
nardo vollkommen richtig verstanden, wenn er auch, wie 
er sagt, Zahlen an die Stelle der in geometrischer Form 
dargestellten allgemeinen Grössen setzt. 

Da die Wurzel nun keine Grösse von bekannter 
Form ist, so muss Leonardo sich damit begnügen einen 
Näherungswert zu suchen. Diesen drückt er in Sexagesi- 
malbrüchen aus und findet 

a?= 1« 22' 7" 42'" 33^^4^40^^, 

ein Resultat, das nur etwa um 1^^^ zu gros ist. Leo- 
nardo sagt nicht wie er es gefunden hat. Gewiss ist er 
auch keiner bestimmten vorgeschriebenen Methode gefolgt, 
sondern er hat — wie es ein geübter Rechner heutzutage 
auch thun würde — nach und nach die Korrektionen z^ 
den bereits gefundenen Werten geprüft, die bei Berück- 
sichtigung aller vorliegenden Umstände für die zweck- 
mässigsten angesehen werden mussten. Um solche Ver- 
suchswerte zu finden, hat er die Regel der zwei falschen 
Ansätze besessen, die er, wie aus seinen Berechnungen 
von Kubikwurzeln hervorgeht, als Interpolation zu benutzen 
verstand. Als guter Rechner hat er übrigens auch ver- 
standen den Nennern in den durch diese Methode be- 
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*ft»mten Korrektionen solche Abrundungen zu geben, 
^ss seine Methode mehr derjenigen von Vieta geglichen 
^^t oder wie man sie gewöhnlich nennt, der Newtonschen 
^^tlnode zur angenäherten Berechnung der Wurzeln einer 
'^Sebraischen Gleichung. Diese Methode ist im übrigen 
'It eine Erweiterung derjenigen, die von Leonardo Le- 
^^tzt wurde und die noch benutzt wird für die eucceaaive 
**^8timmung der Ziffern in einer Quadrat- oder Kubik- 
^*ll«el, und die von den Astronomen seit Ptolemäus 
'benutzt worden war für die Bestimmung der succeseiveu 
"exagesimaJbrüche einer Quadratwurzel. Es ist vor kurzem 
laehgewiesen, dass die vorgelegte Gleichung so gewählt 
Ißt, dass man, wenn man während der Rechnung Sexa- 
Seaimalbrüche benutzt und die succeseiven Korrektionen 
Hiit einigem Geschick wählt, verbal tnismäasig aehr raech 
<ieü angegebenen Wert mit seiner kleinen Abweichung 
Vom wahren Werte erreicht. 

Nach dieser letzten Bemerkung muss Leonardo die 
Ehre für die grosse Annäherung vielleicht mit demjenigen 
teüen, der die Aufgabe gestellt hat. Möglich ist es, dasa 
dies auch Leonardo ist, der in Veranlassung der 
feierlichen Vorstellung vor dem Kaiser den Magister 
Johannes inspiriert haben kann; aber dieser, der selbst 
von Sicilien war und den für arabische Wissenschaft 
interesaierten Kaiser begleitete, kann auch die Autgabe 
"Won arabischen Mathematikern erhalten haben. Da auch 
iflonardo ein Schüler der Araber war, so erkennt man, 
diese nun die mathematische Wissenschaft so weit 
ibracht hatten, dasa das Ausrechnen eines so feinen 
iherungs weites die Kräfte eines hervorragenden Rechners 
laicht überatieg. Das Beispiel für eine ähnliehe Annähe- 
■ang, das man bei einem arabischen Schriftstelier gefunden 
ut (S. 310), ist einige Jahrhunderte jünger. 
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DasB Leonardo von Pisa in klarer Weise das Wich- 
tigste und Zugänglichste der damals bei den Arabern vor- 
liegenden Mathematik dargestellt hatte, bedeutete indessen 
nicht zugleich auch, dass die Mathematik nun in den 
Besitz derjenigen gebracht war, die sich danach in Europa 
mit dieser Wissenschaft beschäftigten. Die Buchdrucker- 
kunst existierte nicht, und zwischen den Bearbeitern des 
Faches gab es keinen so lebhaften Verkehr wie ehemals 
zwischen den weit zerstreuten Griechen. Der damalige 
gelehrte Stand, die Geistlichkeit, namentlich gewisse 
Mönchsorden, und dann die aus diesen Kreisen allmählich 
entstehenden Universitäten dehnten allerdings ihre Ver- 
bindungen über die Länder hin aus, aber dieser Stand 
scheint lange Zeit hindurch nicht von dem beeinflusst 
worden zu sein, was in italienischen Kaufmannskreisen 
entstanden war, deren Verbindung mit dem ketzerischen 
Kaiser Friedrich überdies kaum eine Empfehlung sein 
konnte. 

Wenn wir hier von gelehrten Kreisen und Universi- 
täten gesprochen haben, so darf man dabei nicht an 
solche Bildungsanstalten denken, in denen z. B. immer 
in etwas Mathematik unterrichtet wurde. Allerdings gab 
es bei den Universitäten eine ^Facultas artiumy>, an der 
die erforderliche Vorbildung für andere Studien mitgeteilt 
wurde, aber diese beschränkte sich in der Regel auf das 
«iTrivium» (woher das Wort «triviell»), das Grammatik, 
Rhetorik und Dialektik umfasste, und vernachlässigte das 
<i<Quadrivium»y das Arithmetik, Musik, Geometrie und 
Astronomie enthielt. Selbst wo man dieses mitnahm,- 
beschränkte sich die Arithmetik auf ein wenig Rechnen, 
die Geometrie auf eine gewisse äusserst dürftige Durch- 
nahme einiger Bücher von Euklid, über den man noch 
lange so wenig genau unterrichtet war, dass einige glaubten, 
seine Elemente wären ursprünglich arabisch geschrieben. 
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ihrend andere meinten, daes er nur die Sätze, und der 
griechische Herauegeber Theon die Beweise geliefert habe. 
Indeesen gingen aus diesen Kreisen dann und wann 
Männer hervor, die sich mit Mathematik beschäftigten. 
Dann aber holten sie sich, wie schon gesagt, ihre Gelehr- 
samkeit nicht bei Leonardo von Pisa, sondern in einer 
Arithmetik und Algebra (De numeris dati&J seines Zeit- 
genossen JordanUH Nemorariue, eines höchst ange- 
sehenen Mitgliedes des Dominikanerordens, dessen Ordens- 
venera 1 mit dem Haupteitz in Paria er wurde. Seine 
Arbeit hatte imd verbreitete solche Vorzüge und Mängel, 
ivie wir sie den Algorithmikern beigelegt haben. Zu 
diesen fügte er seibat den wesentlichen Vorzug hinzu, 
iberall willkürliche Zahlen durch Buchstaben dar- 
'Ustellen, jedoch so, dass sie in den Wortverbindungen 
les Textes genannt und nicht z\x einer Buchstabenrecli- 
lung zusammengestellt werden. Er hat femer eine geo- 
metrische Arbeit über Dreiecke geschrieben, in der er 
mf der Grundlage von Euklids Elementen verschiedene 
'fibständige geometrieehe Untersuchungen vominamt. 

Wenn nun auch namentlich die hier erwähnte 
\rithmetik und Algebra bedeutend binter Leonardos 
-iier abaci zurücksteht, so beweist sie andererseits doch, 
lasB man sieh auch in den gelehrten Kreisen mit der 
Aneignung und einer selbständigen Bearbeitung der 
i'Iathematik beschäftigte. Diese Beschäftigung wurde au 
'ielen Orten fortgesetzt. Mit ihr verbanden sich fortge- 
ietzte Übersetzungen aus dem Arabischen, später auch 
Lus dem Griechischen. Lenardos Schriften waren wohl 
Lueh von einigem Einfluss, teils in Norditalien selbst, wo 
»00 Jahre später eine neue schöpferische Mathematik 
ich Bahn brach, teils an anderen Orten, wo sich während 
lee genannten Zeitraumes allmählich auch Portsehritte 
eigten. Wir wollen hier jedoch nicht dieser Entwicke- 
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lung genauer nachgehen, sondern nur einzelne Beispiele 
für wirkliche Fortschritte anführen. 

Da haben wir denn aus dem 14ten Jahrhundert 
zwei Arbeiten des Franzosen Nicole Oresme zu nennen. 
Die eine ist sein Tractatus de latiiudinibus formarum. 
Auf die Ebene übertragen bedeuten hier die Worte Länge 
und Breite dasselbe wie sonst auf der Kugel, also recht- 
winkelige Koordinaten. Diese Benennungen werden be- 
sonders dadurch verständlich, dass die Koordinaten inner- 
halb eines Rechtecks abgetragen werden, das seine 
grösste Ausdehnung in der Richtung der Abscissen (der 
Länge) hat. In dieser Figur wird die verschiedene Stärke 
einer veränderlichen Naturerscheinung, z. B. der Wärme, 
durch die Ordinaten (Breiten) mit den entsprechenden 
Zeiten als Abscissen (Längen) dargestellt. Auf diese 
Weise erhält man eine graphische Darstellung von den 
Variationen der Wärme in der Zeit durch eine Kurve, 
und es verdient bemerkt zu werden, dass schon Oresme 
beobachtet hat, dass die Variation am schwächsten in 
der Nähe der Maxima und Minima ist. Man sieht, dass 
die Anwendung von Koordinaten bei Oresme von anderer 
Natur ist als bei den alten Griechen, auf die er jedoch 
hinzuweisen scheint, von deren exakter, geometrisch- 
algebraischer Benutzung von Koordinaten zum Studieren 
der Kegelschnitte und zm* Lösung von Aufgaben er aber 
kaum, weder direkt noch durch die Araber, irgend welche 
eingehende Kenntnis gehabt haben kann. 

Aus dem zweiten Buche von Oresme, das den Titel 
Algorismus proporiionum, führt, wollen wir namentlich 
die Einführung von Potenzen mit gebrochenen Ex- 
ponenten erwähnen und die einfachsten Regeln für das 
Rechnen mit diesen. Oresme gebraucht auch eine be- 
sondere Bezeichnung für Potenzen. 4^i schreibt er etwa 
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so: [l'^^]4, wo der Buchstabe^ ^proportio^j Verhältnis, 
bedeutet. Die Wurzeln dieser Potenzen sind nämlich, da 
Euklids exakte Proportionslehre zu Grunde gelegt wird, 
Verhältnisse, und die Potenzen mit ganzen Exponenten 
werden als zusammengesetzte Verhältnisse gebildet. Übri- 
gens hat die Bildung einer Potenz mit gebrochenem Ex- 
ponenten auf diesem Wege ein Vorbild bei den Alten, 
denn Archimedes zeigt, dass das Verhältnis zwischen 
dem grösseren und kleineren Abschnitt, worin eine Kugel 
durch eine Ebene geteilt wird, grösser ist als das Ver- 
hältnis zwischen den krummen Oberflächen anderthalb- 
mal genommen, d. h. dieses Verhältnis in der Potenz §. 
Dadurch dass die Regeln für das Rechnen mit Potenzen 
von derselben Basis und mit ganzen Exponenten auf 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten erweitert werden, 
wird Oresmes Arbeit ein Vorläufer für das Rechnen mit 
Logarithmen. 

Das zuerst genannte Werk von Oresme wurde nach 
Erfindung der Buchdruckerkunst verschiedene Male her- 
ausgegeben, und ist gewiss auch vorher ziemlich verbreitet 
gewesen. Das zweite, sowie dasjenige von Chuquet, das 
wir jetzt besprechen wollen, sind dagegen erst vor kurzem 
aus historischem Interesse gedruckt worden, und scheinen 
keinen sonderlichen Einfluss ausgeübt zu haben. So 
verrät Chuquet, der auf andere Weise, als es sein 
Landsmann Oresme 100 Jahre früher gemacht hatte, 
das Rechnen mit Logarithmen vorbereitet, keine Kenntnis 
von dessen Arbeit. Beide Arbeiten verdienen jedoch hier 
erwähnt zu werden, als Zeugnisse für das, was tüchtige 
Männer unter den vorhandenen Umständen vermochten. 
Sie zeigen, wie weit man gekommen war. 

Die Arbeit von Chuquet, auf die wir hindeuteten, 
und die uns als Beispiel für eine hervon-agende Arith- 
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metik und Algebra des löten Jahrhunderts dienen s^«^^^' 
führt den Titel « TVipar^^ en la science des nombres^ . mH^"^ 
zunächst bei demselben Gegenstand zu bleiben, den ^■""^^^ 
bei Oresme getroffen haben, so treten gebrochene Ex^ITP^' 

nenten indirekt in einzelnen Aufgaben auf, z. B. in ( ^ ^^^ 

folgenden: Ein Mann reist den ersten Tag 1 Meile, c^S^^^^ 
zweiten 3, den dritten 9, u. s. w., wie weit ist er in ^^ 

Tagen gereist? Chuquet giebt in der That die Lösuc^^ ^^^ 
die man erhält, wenn man voraussetzt, dass die Geschvrf::'"*^^^ 
digkeit kontinuierlich zunimmt nach demselben Gesel 
wie von einem Tage zum anderen. In einer Aufga 
wird geradezu nach einem Exponenten, also nach eim 
Logarithmus gefragt: Ein Gefäss hat einen Spalt, dur<^ 
den tägtich ^^ vom Inhalt des Gefässes entleert wir^ 
nach Verlauf von wie viel Tagen wird die Hälfte des I:: 
haltes geleert sein? Die Lösung ß^'^^Vt ^^^ diejenig 
die durch einfache Interpolation gefunden wii*d oder durc 
Anwendung der zwei falschen Ansätze auf die Versuch^^" 
werte 6 und 7. Chuquet selbst ist mit dieser Annäh^^* 
rung nicht zufrieden. An einer Stelle kommt er soga.^ 
dazu, formell eine Hauptregel für das Rechnen mit I^ga- 
rithmen zu geben, indem er eine Reihe von Potenzen der 
Zahl 2 nebst den zugehörigen Exponenten aufstellt imd 
bemerkt, dass das Produkt von zwei Zahlen der ersten 
Reihe diejenige Zahl derselben Reihe ist, die der Summe 
der zu den Faktoren gehörenden Exponenten entspricht. 
Wenn Chuquet sein Verständnis von gebrochenen 
Exponenten nur indirekt zeigt, so treten der Exponent 
und negative Exponenten in seinen Bezeichnungen 
bestimmt hervor. Bereits Diophant hatte, wie wir 
gesehen haben, besondere Bezeichnungen für jede von 
den Grössen 
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^tid seine Rechenregeln zeigen, dass er nicht ohne Ver- 
ständnis für die Übereinstimmung zwischen diesen Grössen 
'^Var. Chuquet lässt diese Übereinstimmung in der Be- 
zeichnung selbst hervortreten, indem er die Exponenten 
cler verschiedenen Potenzen der Unbekannten durch ein 
EJxponentenzeichen ausdrückt, das er dem Zahlenkoeffici- 
'^nten, womit diese Potenz multipliciert werden soll, hin- 
zufügt. Dieser Exponent kann positiv. Null oder negativ 

isein ; das letzte wird durch Hinzufügung von m bezeichnet. 

So bedeutet 7^*" dasselbe, was wir jetzt 1 x~^ schreiben. 
Da Chuquet zugleich eine Bezeichnung für die Tite 
"Wurzel hat (jedoch nur für bestimmte Werte von n\ 

eowie die Zeichen p und m für unser + ^^^ — i so 
«ieht man, dass er imstande war eine recht übersicht- 
liche Darstellung von Gleichungen und dadurch auch von 
<len3enigen von ihren Umformungen zu geben, die man 
bis dahin in Worten augesdrückt hatte. 

Wenn Chuquet, wie wir gesehen haben, sich nicht 
scheut negative Grössen in seine Exponenten einzuführen, 
so darf man sich nicht wundern, dass er sich ruhig darin 
findet, wenn Gleichungen negative Lösungen erhalten, und 
dass er versteht sie zu erklären. Dass eine von seinen 
Aufgaben in Wirklichkeit imaginäre Lösungen erhält, 
scheint dagegen nur auf einem trtum zu beruhen. 

Indem wir Chuquets gute Behandlung solcher 
Gegenstände, die wir auch von früheren Mathematikern 
haben bewältigen sehen, übergehen, wollen wir hier nur 
noch anführen, dass er, und zwar mit dem Anspruch sie 
selbst gefunden zu haben, die bekannte Regel benutzt 
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zwischen zwei bekannten Grössen ^^ und -7^. Diese ge- 
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braucht er für die Bildung neuer Versuchswerte für die 

öl 
genauere Lösung einer Gleichung, die eine zwischen j- 



und -r^ ligende Wurzel hat. 

Solche Fortschritte wie die hier erwähnten treffen 
wir nicht in einem Buche, das von Chuquets Zeit- 
genossen Luca Paciuolo herrührt, 1494 in Venedig 
gedruckt wurde und den Titel Summa de Arithmeiicu 
Geomeiria Proportioni ei ProportionalUa führt. Dieses 
Buch bringt im wesentlichen nur das, was früher schon 
zustande gebracht war, und vieles ist nicht so klar und 
genau dargestellt wie früher beispielsweise von Leonardo 
von Pisa; aber das Gebrachte ist nach grossem Maass- 
stabe angelegt und auf zahlreiche theoretische und prak- 
tische Beispiele angewandt. Die Hauptsache aber ist, 
dass dieses gedruckte Buch verbreitet wurde und iQ 
den Händen der verschiedenen Männer war, die in der 
nächsten Zeit namentlich die Algebra weiterführen sollten. 
Diese erhielten so einen gemeinsamen Ausgangspunkt 
und dadurch ein gutes Mittel sich gegenseitig zu verstehen 
und zusammenzuarbeiten. 

Während wir hier auf dem Gebiete der Arithmetik 
und Algebra im wesentlichen nur Vorbereitungen auf die 
grossen Fortschritte sehen, die die nächstfolgende Zeit 
bringen sollte, so treffen wir noch in der hier besprochenen 
Zeit einen Mann, der auf einem anderen Gebietife selbst 
mit thätig ist, um solche Foi-tschritte hervorzubringen, 
die im Gegensatz zu denjenigen von Chuquet bleibende 
Bedeutung erhielten. Das ist der Deutsche Johannes 
Müller, gewöhnlich Regiomontanus genannt. Er iß^ 
1436 geboren und war ein Schüler von Peurbach, 
Professor in Wien, der sich grosse Verdienste um die 
Einführung der Trigonometrie des Ptolemäus und der 
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A-i'aber in Europa erworben hat. Regiomontanus führte 
^m sehr bewegtes Leben, hielt sich bald in Italien, bald 
^^ Deutschland und Ungarn auf, und bereits in einem 
Alter von 40 Jahren machte der Tod seiner nach grossem 
Maassstabe angelegten mathematischen und astronomischen 
Thätigkeit ein Ende. Sein Umherschweifen wirkte jedoch 
^icht blos störend, sondern brachte ihn mit vielen Astro- 
^^otnen und Mathematikern in Berührung, und in Italien 
^^tte er Gelegenheit Griechisch zu lernen, namentlich in 
^^r Absicht Peurbachs Ausgabe von Ptolemäus' Al- 
^agest fortzusetzen. Dabei machte er aus erster Hand 
■^^kanntschaft mit anderen griechischen Mathematikern, 
^i^ er «ehr hoch stellte. Einer von denen, die er kennen 
gelernt hatte, war Diophant, und er legte sein zahlen- 
theoretisches Interesse, das übrigens gewiss schon vorher 
öurch den Verkehr mit italienischen Mathematikern ge- 
i^ährt worden war, dadurch an den Tag, dass er eine 
Reihe sehr schwieriger hierher gehöriger Aufgaben stellte. 
Die grösste Bedeutung haben jedoch seine trigono- 
metrischen Arbeiten erhalten. Unter diesen wollen 
wir im Anschluss an das, was wir bei arabischen Astro- 
nomen getroffen haben und was sein Lehrer Peurbach 
fortgesetzt hatte, zuerst seine trigonometrischen Tabellen 
erwähnen. Er ist der erste, der in diesen die Benutzung 
des Decimalsystemes durchgeführt hat. Seine zuletzt aus- 
gearbeiteten Sinustafeln gehen von Minute zu Minute, und 
da er den Radius gleich 10^ setzt, so ist die Genauig- 
keitsgrenze dieselbe wie in einer 7-ziffrigen Tafel, ohne 
dass jedoch eigentliche Decimalbrüche schon in Gebrauch 
gekommen wären. 

Die Lehre von der geometrischen Anwendung solcher 
Tafeln wird bei Regiomontanus zum ersten Male selb- 
ständig dargestellt und nicht nur in der Form von Hülfs- 
sätzen für die Benutzung in der Astronomie. Den Ge- 
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danken, ein solches eigentlich trigonometrisches Werk 
auszuarbeiten, führt Regiomontanus mit gewohnter 
Pietät gegen Peurbach auf diesen seinen Lehrer zurück. 
Sein Buch führt den Titel: De triangulis omnimodis 
lihri quinque. Hierin werden nicht nur, wie bei den 
früheren Schriftstellern, die rechtwinkeligen Dreiecke be- 
handelt, aus denen die übrigen sich allerdings zusammen- 
setzen lassen, sondern sowohl in der Ebene wie auf der 
Kugel wird die Beantwortung mancher Fragen, die das 
schiefwinkelige Dreieck betreffen, durchgeführt. So hat 
Regiomontanus auf der Kugel gezeigt, wie die Seiten 
eines Dreiecks die Winkel bestimmen und umgekehrt. 

Die drei Jahrhunderte, die auf Leonardo von Pisa 
folgten, waren hauptsächlich dazu benutzt worden den 
Kenntnissen und Fertigkeiten, in deren Besitz er sieh 
bereits befand, eine so allgemeine Verbreitung zu geben, 
dass sie den Ausgangspunkt für eine neue Entwickelung 
bilden konnten. Diese Grundlage wurde dadurch ver- 
stärkt, dass man nun direkte Kenntnis von den Schrift- 
stellern des Altertums besass, denen man sie hauptsächlich 
verdankte, nämlich von Euklid und zum Teil von Pto- 
lemäus, und dass man gleichzeitig begonnen hatte eine 
vorläufige Bekanntschaft mit den Schriftstellern zu machen, 
die während der folgenden Entwickelung die Führung 
übernehmen sollten: mit Archimedes, Apollonius 
und Diophant. Eine wirklich neue Entwickelung war 
durch Regiomontanus auf dem Gebiete der Trigono- 
metrie begonnen worden. Von den technischen Hülfö* 
mittein, welche die Algebra benutzen sollte, kannte m*^ 

allgemeine Zeichen für -f- und — , nämlich p und '^» 
und einige andere. Chuquets mehr entwickelte Zeichen* 
spräche zeigte, wenn sie auch nicht in allgemeinen G^ 
brauch kam, dass man imstande war sich die Mittel der 
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Darstellung zu verschaffen, die eine weitergehende Ent- 
^ckelung verlangen musste. 

Hierdurch war eine neue Entwickelungsperiode der 
-•^atliematik vorbereitet, die an Fruchtbarkeit nur ver- 
suchen werden kann mit den wenigen Jahrhunderten, in 
^^nen die griechische Mathematik ihren höchsten Stand- 
punkt erreichte. Diese kam zum Durchbruch, als man 
^Urch die Lösung der kubischen Gleichung erkannte, 
^^88 man eine Aufgabe bewältigen konnte, die Griechen 
^^^d Araber hatten liegen lassen müssen, und dadurch 
^^n bisher unbekanntes Vertrauen zu seinen eigenen 
Gräften erhielt. Mit Hülfe der Buchdrucker kunst 
konnten die mannichfaltigen Arbeiten, die jetzt in den 
Verschiedenen Ländern entstanden, auf fruchtbringende 
Weise zusammen wirken. In der Algebra folgten auf 
den genannten Durchbruch rasch andere grosse Foi*t- 
schritte. Gleichzeitig lernte man es, die schwierigen 
griechischen geometrischen Arbeiten zu verstehen; was 
man hieraus lernte, das setzte man in neue Verbindung 
mit der Algebra, der man selbst eine neue Form gegeben 
hatte, und die analytische Geometrie entstand. 
Ausserdem ging man in der stereometrischen Behandlung 
der Kegelschnitte viel weiter als die Alten. Man studierte 
die statischen Arbeiten des Archimedes und schuf 
selbst die Dynamik. Vom Studium Diophants gelangte 
man durch ganz neue Untersuchungen zu den merkwür- 
digsten zahlentheoretischen Sätzen. Das Studium von 
Archimedes' infinitesimalen Untersuchungen führte dazu, 
ähnliche Untersuchungen in wachsendem Umfange selbst 
vorzunehmem und die dazu dienenden Methoden so zu 
entwickeln, dass man am Schlüsse des 1 7ten Jahrhunderts 
eine Infinitesimalrechnung besass. Die am Schlüsse 
des Mittelalters erwähnten Anläufe führten zu einer 
wirklichen Benutzung von Logarithmen. 
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Das mag bereits hier am Ende unserer Schilderung 
von der Geschichte der Mathematik im Altertum und 
Mittelalter gesagt werden. Man wird dann verstehen, dass 
der Grund, weshalb wir solange namentlich bei der 
Mathematik des griechischen Altertums verweilt haben, 
nicht nur das grosse Interesse ist, das diese an und für 
sich beansprucht als Glied in der Menge von Kenntnissen, 
die man nun am Schlüsse des Mittelalters gewonnen 
hatte, sondern zugleich der Umstand, dass sie die Quelle 
ist, aus der man danach fortfuhr reiche Anregung zu 
schöpfen zu einer Zeit, wo man gelernt hatte diesen An- 
regungen nachzugehen und so etwas wirklich Neues her- 
vorzubringen. 
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Quadratzahlen 13, 40—43, 71, 182, 
249—255, 286, 287, 312, 318, 
319. 

Quadrivium 322. 

Quotientenreihe, s. Reihen, geo- 
metrische. 

Raumkurve 85, 86. 
Rechenbrett 58, 265, 293. 
Rechenbuch 10, 315. 
Rechenkunst, arabische, 298. 

— griechische 29, 57, 
58, 294. 

— indische, 259—261, 



272—274, 290-303, 
316, 317. 
Rechenmaschinen 265. 
Rechenpfennige 265—267. 
Rechentafeln 273. 
Regel des falschen Ansatzes 11. 

247, 275, 277, 317. 
Regel der zwei falschen Ansätze 

275, 307, 317, 318, 320, 326. 
Regel der Umkehrung 276, 277, 

317. 
Regiomontanus (J. Müller) 328, 

329, 330. 
Regula de tri 222, 275, 277, 278, 

302. 
Reihen, arithmetische 10, 36, 42— 
44, 182, 276, 317. 

— geometrische, 10, 67, 146, 
147, 158, 317,. 

— unendliche 171-175, 181. 
Reihen von Quadratzahlen 182, 

287, 312. 
Reihen von Kubikzahlen, 244, 287, 

312. 
Reihen von Biquadraten 312. 
Resolution 99, 100, 101, 102, 107. 
Römer 31, 244, 265—269, 292, 

295, 315, 316. 

Sammlungen, mathem. d. Pappus 

31. 
Sandrechnung d. Archimedes 26, 

58, 264, 270. 
Sanskrit 259. 

Satz des Ptolemäus 230, 231. 
Schnitt, bestimmter 27, 215. 
Schnitte am Kegel 196. 
Schnittpunkte zw. zwei Kegel- 
schnitten 211. 
— zw. Kreis und Ge- 
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rade etc. 121, 126, 

135. 
Schraubenfläche 237. 
Schule, akademische 20. 

— alexandrinische 15, 21. 

— atomistische 67. 

— eleatische 65. 

— jonische 15. 

— peripatetische 20, 22. 
Schwerpunkt 178, 188, 189, 237. 
Sehnentafeln 62, 229—231, 287, 

288, 312. 
Sexagesimalbrüche 230, 310, 316, 

320, 321. 
Sexagesimalsystem 12, 13, 28, 

58, 62, 264. 
Simplicius 73. 
Sinustafeln 231, 287, 288, 312, 

313, 329. 
Sokrates 18, 19. 
Sophismen 65, 66. 
Sophisten 17, 23, 69, 70, 71. 
Sphäroide 26, 181, 183, 184, 196. 
Spirale, archimedische 26, 43, 78 
—80, 181-184. 

— sphärische 237. 
Stammbrüche 10. 
Stereometrie, elementare 110, 126, 

130, 161—166. 
Strecken, über inkommensurable 

etc. V. Demokrit 68. 
Subnormale 220. 
Substitutionen 251. 
Süditalien 15—22. 
Summation, siehe Reihen. 
Sürya Siddhänta 260, 288. 
Symmetrie 130. 
Synthese 92—95, 100, 101, 105, 

114. 
Syrakus 26, 191. 



Tabellen 266, 274. 

Tangenten 184, 199, 202, 207, 209 

—211, 219. 
Tangententafel 313. 
Tannery, Paul 8, 73. 
Teilung der Figuren 26. 

— stetige 56, 109, 152, 164. 
Thäbit ihn Kurra 311. 
Thaies 15, 32, 33. 
Theätet 19, 67, 110, 158. 
Theon 323. 
Theoreme 88—91, 99, 102—106, 

111, 112. 
Transformation 98, 101—103, 107. 
triangulis omnimodiSj de 330. 
Trigonometrie 29, 223—232, 287, 
311-315, 328—330. 

— sphärische 232 —235, 
314. 

Triparly en la science etc. 326. 
Trimum 322. 

Umkehrung 276, 277, 317. 
Unendliche, das; s. Infinitesimal- 
untersuchung. 
UnendUchkeit d. Zahlenreihe 58. 
Universitäten 322. 

Verdoppelung 298. 

— des Würfels 82—88, 
91. 

Verfall d. griech. Geometrie 235 

—241. 
Verhältnis s. Proportionen. 
— zusammengesetztes 
144—147, 238. 
Verhältnisschnitt 27, 210. 
Verlegungsaxiom 131—137. 
Vieta 82. 
V^aganita 260, 278. 
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Volumen 110, 183—186, 237. 
Vorgeschichte 1. 
Vorzeichen 218, 280. 
Voraussetzungen, geometrische, des 

Euklid 115-131. 
— der Geometrie 132 

-139. 

Wasserschnecke 191. 
Wertheim 247. 
Westaraber 314, 315. 
Winkel 36, 119, 223—227. 
Winkelsumme des Dreiecks 35, 

113, 136—138. 
Wulst 85, 236. 

Zahl als Princip der Dinge 36, 64. 
Zahlbenennung 263—274 
Zahlbezeichnung 10, 57, 58, 262 

—274. 
Zahlen, ähnliche 40, 42, 43. 

— befreundete 36, 311. 

— cyklische 71. 

— ebene 40. 



Zahlen, ganze 37—40, 60, 64, 65, 
155, 255, 284—286. 

— gerade 42. 

— räumhche 43. 

— ungerade 41, 42. 

— vollkommene 36, 158, 242, 
311. 

Zahlen, über die, v. Demokrit 68. 
Zahlenrechnen 7, 30, 263—278, 

298. 
Zahlenspekulationen 13. 
Zahlentheorie 37, 158, 242, 243, 

255, 258, 278-287, 311, 312, 

331 
Zauberquadrate 311. 
Zehnersystem 263, 264. 
Zeichensprache, algebraische 247, 

248, 257, 281, 203, 324—327, 

330. 
Zeno 65, 66, 67, 71. 
Zinsrechnung 275, 3J7. 
Zirkel und Lineal 75, 80, 81, 96, 

120, 198. 
Zwanzigersystem 263, 264. 
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